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Technika: Zasada wª¡cze«-wyª¡cze«
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Zasada wª¡cze«-wyª¡cze«

Twierdzenie (Zasada wª¡cze«-wyª¡cze«, wersja I)

|
⋃

i∈{1,...,n}

Ai | =
∑

∅6=X⊆{1,...,n}

(−1)|X |−1|
⋂
i∈X

Ai |

np. |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|,
|A∪B ∪ C | = |A|+ |B|+ |C | − |A∩B| − |B ∩ C | − |A∩ C |+ |A∩B ∩ C |.
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Zasada wª¡cze«-wyª¡cze«, przepisywanie

Niech A1, . . . ,An ⊆ U, gdzie U jest pewnym zbiorem sko«czonym.

|
⋃

i∈{1,...,n}

Ai | =
∑

∅6=X⊆{1,...,n}

(−1)|X |−1|
⋂
i∈X

Ai |

|U| − |
⋃

i∈{1,...,n}

Ai | = |U| −
∑

∅6=X⊆{1,...,n}

(−1)|X |−1|
⋂
i∈X

Ai |

|U −
⋃

i∈{1,...,n}

Ai | = |U| −
∑

∅6=X⊆{1,...,n}

(−1)|X |−1|
⋂
i∈X

Ai |

Oznaczmy Ai = U − Ai oraz
⋂
i∈∅ Ai = U. Wtedy:

|
⋂

i∈{1,...,n}

Ai | =
∑

X⊆{1,...,n}

(−1)|X ||
⋂
i∈X

Ai |

|
⋂

i∈{1,...,n}

Ai | =
∑

X⊆{1,...,n}

(−1)|X ||
⋂
i∈X

Ai |
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Zasada wª¡cze«-wyª¡cze«, wersja iloczynowa

Otrzymali±my:

Twierdzenie (Zasada wª¡cze«-wyª¡cze«, wersja iloczynowa)

Niech A1, . . . ,An ⊆ U, gdzie U jest pewnym zbiorem sko«czonym.

Oznaczmy Ai = U − Ai oraz
⋂
i∈∅ Ai = U.

Wtedy:

|
⋂

i∈{1,...,n}

Ai | =
∑

X⊆{1,...,n}

(−1)|X ||
⋂
i∈X

Ai |
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Klasyczny przykªad: nieporz¡dki

Zadanie

Permutacja π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} jest nieporz¡dkiem, gdy π(i) 6= i

dla ka»dego i = 1, . . . , n.
Ile wynosi d(n), liczba nieporz¡dków n-elementowych?

U jest zbiorem permutacji n-elementowych.

Dla i = 1, . . . , n de�niujemy Ai = {π ∈ U : π(i) 6= i}.

�wymagania�

Wtedy d(n) = |
⋂
i=1,...,n Ai |.

|
⋂
i∈X Ai | = (n − |X |)!.

�uproszczony problem�

Wniosek

d(n) =
∑

X⊆{1,...,n}

(−1)|X |(n − |X |)!
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Zabawkowy przykªad algorytmiczny

Problem

Dana formuªa w postaci CNF o m klauzulach. Ile jest warto±ciowa«
speªniaj¡cych?

U jest zbiorem wszystkich warto±ciowa«.

Ai = zbiór warto±ciowa« t.». klauzula Ci speªniona, i = 1, . . . ,m.

Wtedy rozwi¡zanie to |
⋂
i=1,...,n Ai |.

|
⋂
i∈X Ai | ={
0 gdy w X s¡ dwie klauzule zawieraj¡ce przeciwne literaªy,

2v gdzie v jest liczb¡ zmiennych nie wyst¦puj¡cych w klauzulach z X

Uproszczony problem mo»na rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym
(liniowym), wi¦c otrzymali±my algorytm O∗(2m).
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Liczba cykli Hamiltona (Karp 1982)

Problem

Dany n-wierzchoªkowy graf nieskierowany G = (V ,E ). Ile jest cykli
Hamiltona?

Marszruta dªugo±ci k w gra�e to ci¡g wierzchoªków v0, v1, . . . , vk taki,
»e vivi+1 ∈ E dla ka»dego i = 0, . . . , k − 1.

Marszruta jest zamkni¦ta, gdy v0 = vk .

U jest zbiorem marszrut zamkni¦tych dªugo±ci n zawieraj¡cych
wierzchoªek 1.

Av = marszruty z U przechodz¡ce przez v , v ∈ V .

Wtedy rozwi¡zanie to |
⋂
v∈V Av |.

Uproszczony problem: |
⋂
v∈X Av | = liczba marszrut zamkni¦tych z U

dªugo±ci n w G ′ = G [V − X ].
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⋂
v∈V Av |.

Uproszczony problem: |
⋂
v∈X Av | = liczba marszrut zamkni¦tych z U

dªugo±ci n w G ′ = G [V − X ].
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Liczba cykli Hamiltona cd

Uproszczony problem

Ile jest marszrut zamkni¦tych dªugo±ci n zawieraj¡cych wierzchoªek 1 w
gra�e G ′?

Programowanie dynamiczne

T (d , x) = liczba marszrut od 1 do x dªugo±ci d .

T (d , x) =
∑

y∈V T (d − 1, y) · [yx ∈ E (G ′)].

Zwracamy T (n, 1), czas O(n3).

Inny sposób: odczytujemy Mn
1,1, M = macierz s¡siedztwa; czas O(nω log n).

Wniosek

W czasie O∗(2n) i pami¦ci wielomianowej mo»na rozwi¡za¢ problem
cyklu Hamiltona (a nawet zliczy¢ liczb¦ takich cykli).
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TSP

Problem

Dana macierz wag kraw¦dzi w gra�e peªnym w : V 2 → {1, . . . ,C}. Ile jest
cykli Hamiltona o wadze α, α = 1, . . . , nC?

Uproszczony problem

Ile jest marszrut zamkni¦tych dªugo±ci n o wadze α zawieraj¡cych
wierzchoªek 1 w gra�e G ′?

Programowanie dynamiczne

niech C = maksymalna waga kraw¦dzi w G ′.

T (d , x , β) = liczba marszrut od 1 do x dªugo±ci d o wadze β,
β = 1, . . . , α.

T (d , x , β) =
∑

y∈V T (d − 1, y , β − w(x , y).

Zwracamy T (n, 1, α), czas O(n3C ).
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TSP

Wniosek

W czasie O∗(2n · C ) i pami¦ci wielomianowej mo»na rozwi¡za¢
(decyzyjny) problem TSP.

Wniosek

W czasie O∗(2n · C logC ) i pami¦ci wielomianowej mo»na rozwi¡za¢
(optymalizacyjny) problem TSP.
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Kolorowanie w 2n, Bjorklund, Husfeldt, Koivisto, 2006

k-kolorowanie

k-kolorowaniem grafu G = (V ,E ) nazywamy dowoln¡ funkcj¦
c : V → {1, . . . , k} tak¡, »e dla dowolnej kraw¦dzi xy ∈ E , c(x) 6= c(y).

Problem

Dla danego grafu G = (V ,E ) stwierdzi¢, czy istnieje jego k-kolorowanie.
(Je±li umiemy to zrobi¢ w czasie O∗(cn) to dzi¦ki samoredukowalno±ci
mo»emy te» w czasie O∗(cn) znale¹¢ k-kolorowanie gdy takie istnieje).

Obserwacje

(trywialne) k-kolorowanie to podziaª V na k zbiorów niezale»nych.

(ciekawsze) Istnieje podziaª V na k zbiorów niezale»nych wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje pokrycie k zbiorami niezale»nymi, tzn. k zbiorów
niezale»nych I1, . . . , Ik takich, »e

⋃k
j=1 Ij = V .
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Kolorowanie w 2n, cd.

U jest zbiorem krotek (I1, . . . , Ik), gdzie Ij s¡ zbiorami niezale»nymi
(nie musz¡ by¢ nawet parami ró»ne!)

Av = {(I1, . . . , Ik) ∈ U : v ∈
⋃k
j=1 Ij}

Wtedy |
⋂
v∈V Av | 6= 0 wtw gdy G jest k-kolorowalny.

Uproszczony problem:

|
⋂
v∈X

Av | = |{(I1, . . . , Ik) ∈ U : I1, . . . , Ik ⊆ V − X}| = s(V − X )k

gdzie s(Y ) = liczba zbiorów niezale»nych które s¡ podzbiorami Y .

s(Y ) mo»emy obliczy¢ na pocz¡tku algorytmu programowaniem
dynamicznym dla wszystkich podzbiorów Y ⊆ V :
s(Y ) = s(Y − {y}) + s(Y − N[y ]). Zajmie to czas i pami¦¢ O∗(2n),
gdy» liczba kolorowa« zajmuje O(n log k) bitów.

Nast¦pnie |
⋂
v∈X Av | obliczymy w czasie O∗(1), a wi¦c |

⋂
v∈V Av |

dostaniemy w czasie O∗(2n).
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Kolorowanie w 2n, cd.

Twierdzenie

W czasie O∗(2n) i pami¦ci O∗(2n) mo»emy dla danego grafu G ,

znale¹¢ k-kolorowanie, lub stwierdzi¢, »e ono nie istnieje,

znale¹¢ liczb¦ chromatyczn¡.

Twierdzenie

W czasie O∗(2.25n) i pami¦ci wielomianowej mo»emy znale¹¢
k-kolorowanie danego grafu G , lub stwierdzi¢, »e ono nie istnieje.

Dowód

s(Y ) obliczamy gotowym algorytmem: w czasie O(1.2461n) i pami¦ci

wielomianowej [Fürer, Kasiviswanathan 2005]. Caªkowity czas:

∑
X⊆V

1.2461|X | =
n∑

k=0

(
n

k

)
1.2461k = (1 + 1.2461)n = O(2.25n).
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Kilka uwag

Uwaga 1

U»ywaj¡c troch¦ bardziej skomplikowanego programowania dynamicznego
mo»na obliczy¢ prawdziw¡ liczb¦ k-kolorowa« (a nie liczb¦ pokry¢ z
powtórzeniami zbiorami niezale»nymi), w takim samym czasie/pami¦ci.

Uwaga 2

Przedstawione rozumowanie mo»na przenie±¢ na ogólny problem
pokrycia/podziaªu uniwersum V rodzin¡ zbiorów.
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Drzewo Steinera w 2k , Nerderlof 2009

Wersja bez wag

Dany graf G = (V ,E ), zbiór terminali K ⊆ V i liczba c ∈ N. Czy istnieje
poddrzewo T ⊆ G takie »e K ⊆ V (T ) oraz |E (T )| ≤ c?

Wersja wa»ona

Dodatkowo wagi na kraw¦dziach w : E → N. Czy istnieje poddrzewo
T ⊆ G takie »e K ⊆ V (T ) oraz w(E (T )) ≤ c?

Oznaczamy n = |V |, k = |K |.

Klasyczny algorytm [Dreyfus, Wagner 1972]

Programowanie dynamiczne, dziaªa nawet w wersji wa»onej w czasie
O∗(3k) i pami¦ci O∗(2k).
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Oznaczamy n = |V |, k = |K |.

Klasyczny algorytm [Dreyfus, Wagner 1972]

Programowanie dynamiczne, dziaªa nawet w wersji wa»onej w czasie
O∗(3k) i pami¦ci O∗(2k).
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Marszruty drzewowe

De�nicja

Niech G = (V ,E ) b¦dzie grafem nieskierowanym i niech s ∈ V .
Marszrut¡ drzewow¡ nazwiemy par¦ B = (T , h), gdzie T jest dowolnym
drzewem ukorzenionym oraz h : V (T )→ V jest homomor�zmem, tzn. je±li
(x , y) ∈ E (T ) to h(x)h(y) ∈ E (G ). Powiemy, »e B ma pocz¡tek w s, gdy
h(r) = s, gdzie r jest korzeniem T . Dªugo±ci¡ B nazywamy |E (T )|.
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Marszruty drzewowe

Przykªad 1 Ka»da marszruta (zwykªa) jest marszrut¡ drzewow¡
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Marszruty drzewowe

Przykªad 2 Nawet taka.
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Marszruty drzewowe

Przykªad 3 Homomor�zm ró»nowarto±ciowy.
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Marszruty drzewowe

Przykªad 4 Homomor�zm, który nie jest ró»nowarto±ciowy.
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Marszruty drzewowe

Przykªad 5 Homomor�zm, który jeszcze bardziej nie jest ró»nowarto±ciowy.
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Drzewo Steinera, wersja bez wag

Niech s ∈ K b¦dzie dowolnym terminalem.

Obserwacja

W G istnieje poddrzewo T takie, »e K ⊆ V (T ) oraz |E (T )| ≤ c wtedy i
tylko wtedy gdy w G istnieje marszruta drzewowa B = (TB , h) z s dªugo±ci
≤ c taka, »e K ⊆ h(V (TB)).

U jest zbiorem wszystkich marszrut drzewowych z s dªugo±ci c .
Av = {B ∈ U : v ∈ V (B)} dla v ∈ K .
Wtedy |

⋂
v∈K Av | 6= 0 wtw istnieje szukane poddrzewo Steinera.

Dla R ⊆ K oznaczmy R ′ = R ∪ (V − K ).
Uproszczony problem:

|
⋂
v∈K

Av | = bK−Xc (s),

gdzie bRj (a) = liczba marszrut drzewowych z a dªugo±ci j w G [R ′].
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Drzewo Steinera, uproszczony problem

Dla R ⊆ K oznaczmy R ′ = R ∪ (V − K ).

Uproszczony problem

|
⋂
v∈K

Av | = bK−Xc (s),

gdzie bRj (a) = liczba marszrut drzewowych z a dªugo±ci j w G [R ′].

bRj (a) obliczamy ∀ j = 0, . . . , c i a ∈ R ′ przez prog. dynamiczne:{
1 gdy j = 0,∑

t∈N(s)∩R′
∑

j1+j2=j−1 b
R
j1

(s)bRj2(t) wpp.

Zauwa»my, »e bRj = O((nj)j) � ªatwa indukcja; st¡d bRj zajmuje
O(n log n) = O∗(1) bitów.
Czyli uproszczony problem rozwi¡zujemy w czasie
O(n4 · n log n) = O(n5 log n) i pami¦ci O(n3 log n).
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Drzewo Steinera, �nisz

Wniosek [Nederlof 2009]

Problem drzewa Steinera bez wag mo»na rozwi¡za¢ w czasie O∗(2k) i
pami¦ci wielomianowej.

Twierdzenie [Nederlof 2009]

Problem wa»onego drzewa Steinera mo»na rozwi¡za¢ w czasie O∗(C · 2k) i
pami¦ci O∗(C ). (Dowód tu pomijamy)
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Szybka transformata Fouriera(FFT)

Iloczyn dwóch wielomianów stopnia n mo»na obliczy¢ za pomoc¡
O(n log n) operacji arytmetycznych.

Bez straty ogólno±ci zbiór wierzchoªków V = {0, . . . , n − 1}.
Dla X ⊆ V wektorem charakterystycznym X nazywamy
ξ(X ) : {0, . . . , n − 1} → {0, 1}, gdzie ξ(X )(i) = [i ∈ X ].

Wektorowi ξ(X ) odpowiada liczba ξ(X )3 =
∑n−1

i=0 ξ(X )(i) · 3i .
Niech F b¦dzie rodzin¡ wszystkich zbiorów niezale»nych.

Niech P(x) =
∑

S∈F xξ(X )3 . P jest wielomianem stopnia 3n.
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Kolorowanie przez FFT, cd

Mno»ymy P(x) · P(x) za pomoc¡ FFT w czasie O∗(2n) i �czy±cimy�:
w P(x) · P(x) zostawiamy tylko skªadniki cxp, gdzie (p)3 nie zawiera
dwójek.

Otrzymujemy wielomian P2(x) t.». dla X ⊆ V podgraf G [X ] jest
2-kolorowalny wtw gdy wspóªczynnik w P2(x) przy xξ(X )3 jest 6= 0.

P i (x) powstaje z P i−1(x) · P(x) przez oczyszczenie.

Wtedy G jest k-kolorowalny gdy ... wspóªczynnik w Pk(x) przy

x

n razy︷ ︸︸ ︷
(1 · · · 1)3 jest 6= 0.

Wniosek (maªo impomuj¡cy)

Mo»emy znale¹¢ kolorowanie w czasie O∗(3n) i pami¦ci O(2n).

Czy to ju» koniec?
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Mo»emy znale¹¢ kolorowanie w czasie O∗(3n) i pami¦ci O(2n).

Czy to ju» koniec?
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Mno»ymy P(x) · P(x) za pomoc¡ FFT w czasie O∗(2n) i �czy±cimy�:
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Trick

P(x) =
∑
S∈F

xξ(X )2 =
n∑
i=0

ozn. Pi (x)︷ ︸︸ ︷∑
S∈F
|S|=i

xξ(X )2

Wtedy
P(x) · P(x) =

n∑
i=0

n∑
j=0

Pi (x) · Pj(x).

Teraz P jest stopnia 2n, Pi oczywi±cie te».

Mno»ymy Pi (x) · Pj(x) w czasie O∗(2n) i w P(x) · P(x) zostawiamy
tylko skªadniki cxp, gdzie (p)2 ma dokªadnie i + j jedynek.

W podobny sposób domna»amy P jeszcze k − 2 razy i sprawdzamy

wspóªczynnik przy x

n razy︷ ︸︸ ︷
(1 · · · 1)2 .
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Zaraz, zaraz, ale dla dowolnego X ⊆ V , wspóªczynnik przy xξ(X )2 jest
niezerowy wtw gdy G [X ] jest k-kolorowalny.

Wniosek

W czasie i pami¦ci O∗(2n) mo»emy znale¹¢ wszystkie k-kolorowalne
indukowane podgrafy G .
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Transformata zeta ζ i transformata Möbiusa µ

B¦dziemy rozwa»a¢ funkcje okre±lone na podzbiorach pewnego zbioru V i o
warto±ciach w pewnym pier±cieniu � dla ustalenia uwagi we¹miemy
pier±cie« (Z,+, ·).

f : 2V → Z

Poni»sze transformaty zamieniaj¡ f na inn¡ funkcj¦ g : 2V → Z.

Transformata zeta

(ζf )(Y ) =
∑

X⊆Y f (X ).

Transformata Mobiusa

(µf )(Y ) =
∑

X⊆Y (−1)|Y−X |f (X ).
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Dlaczego ζ i µ s¡ fajne?

Wzrór inwersyjny Möbiusa

Dla dowolnego Y ⊆ V , mamy f (Y ) = µζf (Y ).

Intuicja

Powiedzmy, »e chcemy szybko policzy¢ f (Y ), ale nie umiemy.

Powiedzmy, »e umiemy natomiast szybko policzy¢ (ζf )(X ) dla
wszystkich X ⊆ Y . Wi¦c liczymy, otrzymuj¡c funkcj¦ g = ζf ...

... i obliczamy µg(Y ) w czasie O∗(2n) � czyli szybko.

(pó¹niej zobaczymy, »e w O∗(2n) mo»emy nawet obliczy¢ µg(X ) dla
wszystkich X ⊆ Y )

ζf (X ) =
∑
S⊆X

f (S) =(W 3)
∑
S⊆X
|F (S)| =(W 2) |

⋃
S⊆X

F (S)|

=(W 1) |
⋂

v∈Y−X
Av |.

µζf (Y ) =
∑
X⊆Y

(−1)|Y−X |ζf (X ) =
∑
X⊆Y

(−1)|Y−X ||
⋂

v∈Y−X
Av | =

=
∑
X⊆Y

(−1)|X ||
⋂
v∈X

Av | =(ZW-W) |
⋂
v∈Y

Av | = |F (Y )| = f (Y ).
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⋃
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Cykl Hamiltona ponownie

Dla X ⊆ V , niech f (X ) b¦dzie liczb¡ marszrut zamkni¦tych W dªugo±ci n
takich, »e 1 ∈ V (W ) oraz V (W ) = X .
Wtedy:

f (V ) jest liczb¡ cykli Hamiltona w G .

ζf (X ) =
∑

S⊆X f (X ) jest liczb¡ marszrut zamkni¦tych W dªugo±ci n
takich, »e 1 ∈ V (W ) oraz V (W ) ⊆ X .

Czyli dla dowolnego X , warto±¢ ζf (X ) mo»emy obliczy¢ w czasie
O(n3).

A wi¦c f (V ) = µζf (V ) obliczymy w czasie O∗(2n) i pami¦ci
wielomianowej.
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Jeszcze jeden powód dla którego ζ i µ s¡ fajne

Algorytm Yates'a (1937)

Je±li mamy dan¡ funkcj¦ f : 2V → Z, to wszystkie 2n warto±ci ζf mo»emy
obliczy¢ w czasie O∗(2n). Podobnie dla µf .

Dowód dla ζ. (Dla µ analogicznie.)

Bez straty ogólno±ci V = {1, . . . , n}. Oznaczmy:

ζj(X ) =
∑
S⊆X

({j+1,...,n}∩X )⊆S

f (S)

Wtedy ζn(X ) = ζf (X ).
Obliczymy wszystkie warto±ci ζj(X ), dla j = 0, . . . n, X ⊆ V , za pomoc¡
programowania dynamicznego:

ζj(X ) =

{
f (X ) gdy j = 0,

ζj−1(X ) + [j ∈ X ]ζj−1(X − {j}) gdy j > 0.
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k-kolorowanie ponownie

Dla X ⊆ V , niech f (X ) b¦dzie liczb¡ krotek (I1, . . . , Ik), gdzie Ij s¡
zbiorami niezale»nymi w G oraz

⋃k
j=1 Ij = X .

Wtedy:

f (X ) 6= 0 wtw G [X ] jest k-kolorowalny.

ζf (X ) =
∑

S⊆X f (X ) jest liczb¡ krotek (I1, . . . , Ik), gdzie Ij s¡

zbiorami niezale»nymi w G oraz
⋃k
j=1 Ij ⊆ X .

Jak poprzednio, wszystkie 2n warto±ci ζf mo»emy obliczy¢ w czasie i
pami¦ci O∗(2n).

Za pomoc¡ algorytmu Yatesa znajdujemy f = µζf .

W ten sposób znale¹li±my wszystkie indukowane k-kolorowalne
podgrafy G .
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Iloczyn pokryciowy

Iloczyn pokryciowy

Dla dwóch funkcji f , g : 2V → Z de�niujemy iloczyn pokryciowy jako
funkcj¦ (f ∗c g) : 2V → Z tak¡, »e dla dowolnego Y ⊆ V ,

(f ∗c g)(Y ) =
∑

A∪B=Y

f (A)g(B).

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np:

Niech F b¦dzie rodzin¡ wszystkich zbiorów niezale»nych w danym gra�e G .
Niech 1F : 2V → {0, 1} b¦dzie indykatorem F, tzn. 1F(X ) = [X ∈ F].
Wówczas

1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V ) 6= 0 wtw G jest k-kolorowalny.

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 28-29.05.2010 35 / 55



Iloczyn pokryciowy

Iloczyn pokryciowy

Dla dwóch funkcji f , g : 2V → Z de�niujemy iloczyn pokryciowy jako
funkcj¦ (f ∗c g) : 2V → Z tak¡, »e dla dowolnego Y ⊆ V ,

(f ∗c g)(Y ) =
∑

A∪B=Y

f (A)g(B).

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np:

Niech F b¦dzie rodzin¡ wszystkich zbiorów niezale»nych w danym gra�e G .
Niech 1F : 2V → {0, 1} b¦dzie indykatorem F, tzn. 1F(X ) = [X ∈ F].

Wówczas

1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V ) 6= 0 wtw G jest k-kolorowalny.

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 28-29.05.2010 35 / 55



Iloczyn pokryciowy

Iloczyn pokryciowy

Dla dwóch funkcji f , g : 2V → Z de�niujemy iloczyn pokryciowy jako
funkcj¦ (f ∗c g) : 2V → Z tak¡, »e dla dowolnego Y ⊆ V ,

(f ∗c g)(Y ) =
∑

A∪B=Y

f (A)g(B).

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np:

Niech F b¦dzie rodzin¡ wszystkich zbiorów niezale»nych w danym gra�e G .
Niech 1F : 2V → {0, 1} b¦dzie indykatorem F, tzn. 1F(X ) = [X ∈ F].
Wówczas

1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V ) 6= 0 wtw G jest k-kolorowalny.

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 28-29.05.2010 35 / 55



Iloczyn pokryciowy, obliczanie

Standardowo: nie umiemy policzy¢ (f ∗c g)? To policzmy ζ(f ∗c g).

ζ(f ∗c g)(Y ) =
∑
X⊆Y

∑
A∪B=X

f (A)g(B) =
∑

A∪B⊆Y
f (A)g(B) =

=

∑
A⊆Y

f (A)

∑
B⊆Y

f (B)

 = (ζf (Y ))(ζg(Y )).

Czyli (f ∗c g)(Y ) = µ((ζf (Y ))(ζg(Y ))). U»ywamy 3x algorytmu Yates'a i
dostajemy czas (i pami¦¢) O∗(2n).

Wniosek

�eby obliczy¢ 1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V ) wystarczy O(log k) takich operacji.

Otrzymali±my kolejny algorytm znajduj¡cy wszystkie k-kolorowalne
podgrafy indukowane.
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Splot (Subset convolution)

Splot

Dla dwóch funkcji f , g : 2V → Z de�niujemy splot jako funkcj¦
(f ∗ g) : 2V → Z tak¡, »e dla dowolnego Y ⊆ V ,

(f ∗ g)(Y ) =
∑
X⊆Y

f (X )g(Y − X ).

Równowa»nie...

(f ∗ g)(Y ) =
∑

A∪B=Y
A∩B=∅

f (A)g(B).

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np:

πG (k) = 1F ∗ 1F ∗ · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V )/k! jest liczb¡ podziaªów V na k zbiorów

niezale»nych, natomiast pG (k) =
∑k

r=1 πG (k)k r liczb¡ k-kolorowa«.
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Splot (Subset convolution) � obliczanie

Dla f : 2V → Z niech fk oznacza f obci¦te do zbiorów mocy k , tzn.:

fk(S) =

{
f (S) gdy |S | = k ,

0 w p.p.

Wówczas

(f ∗ g)(Y ) =
∑
X⊆Y

f (X )g(Y − X ) =
n∑
i=0

∑
X⊆Y
|X |=i

f (X )g(Y − X ) =

=
n∑
i=0

(fi ∗ g|Y |−i )(Y ).

Wniosek

Wystarczy umie¢ obliczy¢ szybko fi ∗ gj .
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Splot (Subset convolution) � obliczanie fi ∗ gj

Przypomnienie:

ζ(f ∗c g)(Y ) = ... =
∑

A,B⊆Y
f (A)g(B) = ... = (ζf (Y ))(ζg(Y )).

Wówczas

(fi ∗ gj)(Y ) =
∑

A∪B=Y
A∩B=∅

fi (A)gj(B) =

=

 ∑
A,B⊆Y

fi (A)gj(B)


i+j

= [(ζf (Y ))(ζg(Y ))]i+j .

Wniosek

Mo»na obliczy¢ liczb¦ k-kolorowa« wszystkich podgrafów indukowanych G

w czasie i pami¦ci O∗(2n).
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Przycinanie transformat (trimmed zeta / Möbius transform)

Dla f : 2V → Z no±nikiem f nazywamy supp(f ) = {X ⊆ V : f (X ) 6= 0}.
Dla F ⊆ 2V , niech ↑F = {Y ⊆ V : dla pewnego X ∈ F, X ⊆ Y }.

Algorytm Yates'a

Je±li mamy dan¡ funkcj¦ f : 2V → Z, to wszystkie niezerowe warto±ci ζf
mo»emy obliczy¢ w czasie O∗(| ↑supp(f )|). Podobnie dla µf .

Dowód dla ζ. (Dla µ analogicznie.)

Pozostaje obliczy¢ ζj(X ) dla X ∈↑supp(f ).
Po prostu zapuszczamy poprzedni dynamik...

ζj(X ) =

{
f (X ) gdy j = 0,

ζj−1(X ) + [j ∈ X ]ζj−1(X − {j}) gdy j > 0.

... ale zbiory X bierzemy z kolejki priorytetowej uporz¡dkowanej po mocach
zbiorów, a warto±ci ζj−1(Z ) ze sªownika w czasie O∗(1).

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 28-29.05.2010 40 / 55



Przycinanie transformat (trimmed zeta / Möbius transform)

Dla f : 2V → Z no±nikiem f nazywamy supp(f ) = {X ⊆ V : f (X ) 6= 0}.
Dla F ⊆ 2V , niech ↑F = {Y ⊆ V : dla pewnego X ∈ F, X ⊆ Y }.

Algorytm Yates'a

Je±li mamy dan¡ funkcj¦ f : 2V → Z, to wszystkie niezerowe warto±ci ζf
mo»emy obliczy¢ w czasie O∗(| ↑supp(f )|). Podobnie dla µf .

Dowód dla ζ. (Dla µ analogicznie.)

Bez straty ogólno±ci V = {1, . . . , n}. Oznaczali±my

ζj(X ) =
∑
S⊆X

({j+1,...,n}∩X )⊆S

f (S)

Zauwa»my, »e dla X 6∈↑supp(f ), ζj(X ) = 0.

Pozostaje obliczy¢ ζj(X ) dla
X ∈↑supp(f ).
Po prostu zapuszczamy poprzedni dynamik...

ζj(X ) =

{
f (X ) gdy j = 0,

ζj−1(X ) + [j ∈ X ]ζj−1(X − {j}) gdy j > 0.

... ale zbiory X bierzemy z kolejki priorytetowej uporz¡dkowanej po mocach
zbiorów, a warto±ci ζj−1(Z ) ze sªownika w czasie O∗(1).

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 28-29.05.2010 40 / 55



Przycinanie transformat (trimmed zeta / Möbius transform)

Dla f : 2V → Z no±nikiem f nazywamy supp(f ) = {X ⊆ V : f (X ) 6= 0}.
Dla F ⊆ 2V , niech ↑F = {Y ⊆ V : dla pewnego X ∈ F, X ⊆ Y }.

Algorytm Yates'a

Je±li mamy dan¡ funkcj¦ f : 2V → Z, to wszystkie niezerowe warto±ci ζf
mo»emy obliczy¢ w czasie O∗(| ↑supp(f )|). Podobnie dla µf .

Dowód dla ζ. (Dla µ analogicznie.)

Pozostaje obliczy¢ ζj(X ) dla X ∈↑supp(f ).
Po prostu zapuszczamy poprzedni dynamik...

ζj(X ) =

{
f (X ) gdy j = 0,

ζj−1(X ) + [j ∈ X ]ζj−1(X − {j}) gdy j > 0.

... ale zbiory X bierzemy z kolejki priorytetowej uporz¡dkowanej po mocach
zbiorów, a warto±ci ζj−1(Z ) ze sªownika w czasie O∗(1).

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 28-29.05.2010 40 / 55



Kolorowanie, ostatni raz

Obserwacja

Niech F b¦dzie rodzin¡ maksymalnych (pod wzgl¦dem zawierania)
zbiorów niezale»nych.

1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V ) 6= 0 wtw G jest k-kolorowalny.

Przypomnienie

(f ∗c g)(Y ) = µ((ζf (Y ))(ζg(Y ))).

supp1F = F,
supp 1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸

r razy

⊆↑supp1F =↑F,

F mo»emy wylistowa¢ w czasie O∗(|F|) (patrz poprzednie wykªady)
Wniosek: Mo»emy obliczy¢ 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸

k razy

w czasie i pami¦ci O∗(| ↑F|)
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Wniosek: Mo»emy obliczy¢ 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

w czasie i pami¦ci O∗(| ↑F|)
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Kolorowanie, ostatni raz

Obserwacja

Niech F b¦dzie rodzin¡ maksymalnych (pod wzgl¦dem zawierania)
zbiorów niezale»nych.

1F ∗c 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

(V ) 6= 0 wtw G jest k-kolorowalny.
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Kolorowanie, ostatni raz

Wniosek

Mo»emy obliczy¢ 1F ∗c · · · 1F︸ ︷︷ ︸
k razy

w czasie i pami¦ci O∗(| ↑F|)

Twierdzenie (Bjorklund i inni 2008)

W n-wierzchoªkowym gra�e o maksymalnym stopniu ∆ jest
≤ (2∆+1 − 1)n/(∆+1) zbiorów dominuj¡cych.

Aaaaha

Ale ↑F zawiera same zbiory dominuj¡ce!

Wniosek

Mo»emy znale¹¢ k-kolorowanie grafu o maksymalnym stopniu ∆ w czasie
O∗(2∆+1 − 1)n/(∆+1).
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Technika: Szybkie mno»enie
macierzy
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MAX-SAT (Williams 2004)

Problem MAX-SAT

Dana formuªa φ w postaci 2-CNF, zawieraj¡ca n zmiennych. Znale¹¢
warto±ciowanie zmiennych, które maksymalizuje liczb¦ speªnionych klauzul.

B¦dziemy si¦ zajmowa¢ równowa»nym (z dokªadno±ci¡ do czynnika
log(#klauzul)) problemem:

Problem MAX-SAT, wersja testuj¡ca

Dana formuªa φ w postaci 2-CNF, zawieraj¡ca n zmiennych oraz k ∈ N
Czy istnieje warto±ciowanie zmiennych, dla którego jest dokªadnie k
speªnionych klauzul.
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MAX-SAT (Williams 2004)

Zbudujemy pewien graf G o O(2n/3) wierzchoªkach.
Ustalmy dowolny podziaª V = V0 ∪ V1 ∪ V2 na trzy równe cz¦±ci (tak
równe jak si¦ da).
Wierzchoªkami G s¡ wszystkie warto±ciowania vi : Vi → {0, 1} dla
i = 0, 1, 2.
Dla dowolnych v ∈ Vi , w ∈ V(i+1) mod 3 graf G zawiera kraw¦d¹ vw .

2
V0 2

V1

2
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MAX-SAT (Williams 2004)

Idea rozwi¡zania

Dobierzemy tak wagi na kraw¦dziach, »e waga trójk¡ta vwu w G

b¦dzie równa liczbie speªnionych klauzul przy warto±ciowaniu (v ,w , u).

Wtedy wystarczy sprawdzi¢, czy istnieje trójk¡t o wadze k w G .

2
V0 2

V1

2
V2
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Idea rozwi¡zania

Dobierzemy tak wagi na kraw¦dziach, »e waga trójk¡ta vwu w G

b¦dzie równa liczbie speªnionych klauzul przy warto±ciowaniu (v ,w , u).

Wtedy wystarczy sprawdzi¢, czy istnieje trójk¡t o wadze k w G .

Problem 1 Jak dobra¢ wagi?
Niech c(v) = wszystkie klauzule, które s¡ speªnione przy warto±ciowaniu v .
Wtedy liczba speªnionych klauzul przy warto±ciowaniu (v ,w , u) wynosi:

|c(v) ∪ c(w) ∪ c(u)| = |c(v)|+ |c(w)|+ |c(u)|
− |c(v) ∩ c(w)| − |c(v) ∩ c(u)| − |c(w) ∩ c(u)|
+ |c(v) ∩ c(w) ∩ c(u)|.
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.

Czyli dajemy waga(xy) = |c(x)| − |c(x) ∩ c(y)|.
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MAX-SAT (Williams 2004)

Pozostaªo sprawdzi¢, czy istnieje trójk¡t o wadze k w G .

Trick

Rozwa»amy wszystkie O(m2) podziaªów (m = liczba klauzul)
k = k0 + k1 + k2. Dla ka»dego podziaªu budujemy graf Gk0,k1,k2 zªo»ony
tylko z:

kraw¦dzi o wadze k0 mi¦dzy 2V0 a 2V1 ,

kraw¦dzi o wadze k1 mi¦dzy 2V1 a 2V2 ,

kraw¦dzi o wadze k2 mi¦dzy 2V2 a 2V2 .

Wtedy wystarczy...

sprawdzi¢, czy istnieje dowolny trójk¡t.
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Sprawdzanie, czy Gk0,k1,k2 zawiera trój¡t

Uwaga 1

Niech A b¦dzie macierz¡ s¡siedztwa pewnego grafu G . G zawiera trójk¡t
wtedy i tylko wtedy gdy na przek¡tnej macierzy A3 istnieje element
niezerowy.

Twierdzenie (Coppersmith, Winograd 1990)

Niech ω b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e mo»na w czasie O(nω)
pomno»y¢ dwie macierze n × n. Wtedy ω < 2.376.

Wniosek

Mo»emy sprawdzi¢, czy Gk0,k1,k2 zawiera trój¡t w czasie i pami¦ci
O(2ωn/3) = O(1.732n)
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MAX-SAT (Williams 2004): Podsumowanie

Wniosek

Mo»emy rozwi¡za¢ MAX-SAT w czasie i pami¦ci O(1.732n).

�atwo przerobi¢ nasz algorytm (jak?) »eby dosta¢

Wniosek

Mo»emy zliczy¢ wszystkie rozwi¡zania optymalne MAX-SAT w czasie i
pami¦ci O(1.732n).
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Technika: Local-Search
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3-SAT, ponownie

Odlegªo±¢ Hamminga H(v ,w) dwóch warto±ciowa« v ,w to liczba
zmiennych na których warto±ciowania si¦ ró»ni¡.

obserwacja

Kula o promieniu d zawiera
∑d

k=0

(
n
k

)
warto±ciowa«. (Θ(2n) dla d = n/2).

obserwacja

Dla danego warto±ciowania v w czasie O∗(3d ) mo»na sprawdzi¢, czy
istnieje warto±ciowanie speªniaj¡ce w takie, »e H(v ,w) ≤ d .

obserwacja

Dla dowolnego warto±ciowania v , jest H(v , 0n) ≤ n/2 lub H(v , 1n) ≤ n/2.

Wniosek [Schöning 2001]

3-SAT mo»na rozwi¡za¢ w czasie O∗(3n/2) = O∗(1.7321n).
(Przypomnienie: Monien i Speckenmeyer: O∗(1.62n)).
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3-SAT, jeszcze raz

Próba: Wylosuj warto±ciowanie v i sprawd¹ kul¦ B(v , n/4) w czasie
O∗(3n/4).

Pr[Próba si¦ uda je±li ∃ warto±ciowanie speªniaj¡ce] ≥ c

(
16
27

)n/4

n−1/2.

Wykonujemy 100
c
·
(
27
16

)n/4
n1/2 prób, co zajmuje czas

O∗(
(
27
16

)n/4 · 3n/4) = O∗(
(
3
2

)n
).

Pr[Wszystkie próby si¦ nie udadz¡ je±li ∃ war. speªn.]

≤ (1− c
(
16
27

)n/4
n−1/2)

100
c
·( 27

16)
n/4

n1/2 ≤ e−100.

Wniosek [Dantsin, Goerdt, Hirsch, Kannan, Kleinberg, Papadimitriou,
Raghavam, Schöning 01]

Istnieje algorytm randomizowany Monte-Carlo dla problemu 3-SAT
dziaªaj¡cy w czasie O∗(1.5n). Algorytm ten mo»na zderandomizowa¢. (I
nie jest najlepszy znany.)
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k
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e

)n
√
n):

n/4∑
k=0

(
n

k

)
= Θ

(
(n
e

)n
√
n

( n
4e )n/4

√
n/4(3n4e )3n/4

√
3n/4

)

= Θ

(
4n

33/4n
√
n

)
= Θ

((
256
27

)n/4

n−1/2

)
.
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n
k
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3-SAT, jeszcze raz

Próba: Wylosuj warto±ciowanie v i sprawd¹ kul¦ B(v , n/4) w czasie
O∗(3n/4).

Pr[Próba si¦ uda je±li ∃ warto±ciowanie speªniaj¡ce] ≥ c

(
16
27

)n/4

n−1/2.

Wykonujemy 100
c
·
(
27
16

)n/4
n1/2 prób, co zajmuje czas

O∗(
(
27
16

)n/4 · 3n/4) = O∗(
(
3
2

)n
).

Pr[Wszystkie próby si¦ nie udadz¡ je±li ∃ war. speªn.]

≤ (1− c
(
16
27

)n/4
n−1/2)

100
c
·( 27

16)
n/4

n1/2 ≤ e−100.
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3-SAT, ostatni raz

Próba: Wylosuj warto±ciowanie v i powtarzaj maksymalnie 3n razy:
wybierz losow¡ niespeªnion¡ klauzul¦ i zmie« warto±¢ zmiennej losowego
literaªu tej klauzuli.

Fakt (dowód pomijamy, patrz ksi¡»ka Mitzenmachera i Upfala)

Pr[Próba si¦ uda je±li ∃ wart. speªn. v∗] ≥ c√
n

(
3
4

)n

Jak zwykle, powtarzamy 100 ·
√
n
c

(
4
3

)n
razy i dostajemy

prawdopodobie«stwo bª¦du mniejsze ni» e−100.

Wniosek [Schöning 2002]

Istnieje algorytm randomizowany Monte-Carlo dla problemu 3-SAT
dziaªaj¡cy w czasie O∗((4/3)n).
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�wiczenia

MAX-CUT w O(1.732n),

Liczba doskonaªych skojarze« w O(1.732n),

Szeregowanie n zada« danych jako (ri , di , pi ) � znale¹¢ szeregowanie ti
na 1 procesorze tak, »e [ti , ti + pi ] ⊆ [ri , di ] oraz dla i 6= j ,
[ti , ti + pi ) ∩ [tj , tj + pj) = ∅. W czasie O∗(2nmaxi di ).

Samoredukowalno±¢: kolorowanie, cykl Hamiltona, ...
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