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Technika: Zasada wtaczen-wytaczen
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Zasada wtaczen-wytaczen

Twierdzenie (Zasada wiaczen-wytaczen, wersja |)

U oAl= Y XAl

ie{l,...,n} 0#XCA{1,...,n} ieX

np. |AUB| = |A|+|B| — AN B],
[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—-|ANC|+|ANnBNC].

an'goniga
2
v ]

[A] +|B| +|C| |Al+1B]+|C] |Al+|B| +|C|
—(IANB|+[ANC|+|BNC]) —(JANB|+]ANC|+|BNC))
+HANBNC|
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Zasada wtaczen-wytaczen, przepisywanie

Niech A1,..., A, C U, gdzie U jest pewnym zbiorem skorhiczonym.
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Zasada wtaczen-wytaczen, wersja iloczynowa

Otrzymalismy:

Twierdzenie (Zasada wigczen-wytaczen, wersja iloczynowa)

Niech Ay, ..., An C U, gdzie U jest pewnym zbiorem skoriczonym.
Oznaczmy A; = U — A; oraz (;cq Ai = U.

Wiedy:
) Al= Y. XN Al

ie{1,...,n} XC{1,...,n} iex
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Klasyczny przyktad: nieporzadki

Permutacja 7 : {1,...,n} — {1,...,n} jest nieporzadkiem, gdy (i) # i
dla kazdego i =1,...,n.
lle wynosi d(n), liczba nieporzadkéw n-elementowych?

@ U jest zbiorem permutacji n-elementowych.
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Zabawkowy przyktad algorytmiczny

Dana formuta w postaci CNF o m klauzulach. lle jest wartosciowan
spetniajacych?
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Dana formuta w postaci CNF o m klauzulach. lle jest wartosciowan
spetniajacych?

U jest zbiorem wszystkich wartosciowan.

A; = zbidr wartosciowan t.z. klauzula C; spetniona, i=1,...,m.

Wtedy rozwiazanie to |(;—; _, Ail.

® |iex Al =

0 gdy w X s3 dwie klauzule zawierajace przeciwne literaty,

2V gdzie v jest liczba zmiennych nie wystepujacych w klauzulach z X
@ Uproszczony problem mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym

(liniowym), wiec otrzymalismy algorytm O*(2™).
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Liczba cykli Hamiltona (Karp 1982)

Problem

Dany n-wierzchotkowy graf nieskierowany G = (V, E). lle jest cykli
Hamiltona?
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Liczba cykli Hamiltona (Karp 1982)

Problem
Dany n-wierzchotkowy graf nieskierowany G = (V, E). lle jest cykli
Hamiltona?

e Marszruta dtugosci k w grafie to ciag wierzchotkéw vg, vy, . .., vk taki,
ze vjvji1 € E dla kazdego i =0,...,k— 1.

e Marszruta jest zamknieta, gdy vg = vy.

@ U jest zbiorem marszrut zamknietych dtugosci n zawierajacych
wierzchotek 1.

e A, = marszruty z U przechodzace przez v, v € V.

e Wtedy rozwiagzanie to |[),cy Al

@ Uproszczony problem: |, cx A,| = liczba marszrut zamknietych z U
dtugosci nw G’ = G[V — X].
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Liczba cykli Hamiltona cd

Uproszczony problem

lle jest marszrut zamknietych dtugosci n zawierajacych wierzchotek 1 w
grafie G'?

Programowanie dynamiczne

e T(d,x) = liczba marszrut od 1 do x dtugosci d.
o T(d,x) = ¥,ey T(d — 1,y) - Iyx € E(G)]
o Zwracamy T(n,1), czas O(n%).
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o Zwracamy T(n,1), czas O(n%).

Inny sposéb: odczytujemy M[;, M = macierz sasiedztwa; czas O(n“ log n).

W czasie O*(2") i pamieci wielomianowej mozna rozwiazaé problem
cyklu Hamiltona (a nawet zliczy¢ liczbe takich cykli).
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Problem

Dana macierz wag krawedzi w grafie petnym w : V2 — {1,..., C}. lle jest
cykli Hamiltona o wadze o, a« =1,...,nC?

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 10 / 55



TSP

Dana macierz wag krawedzi w grafie petnym w : V2 — {1,..., C}. lle jest
cykli Hamiltona o wadze o, a« =1,...,nC?

| A\

Uproszczony problem
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wierzchotek 1 w grafie G'?
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Dana macierz wag krawedzi w grafie petnym w : V2 — {1,..., C}. lle jest
cykli Hamiltona o wadze o, a« =1,...,nC?

Uproszczony problem

lle jest marszrut zamknietych dtugosci n 0 wadze o zawierajacych
wierzchotek 1 w grafie G'?

\

Programowanie dynamiczne

@ niech C = maksymalna waga krawedzi w G'.

e T(d,x,[) = liczba marszrut od 1 do x dtugosci d o wadze §3,
6=1,...,a.

° T(d,X,ﬁ) = ZyEV T(d - 1a)/aﬂ - W(Xay)'
e Zwracamy T(n,1,a), czas O(n3C).

v
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W czasie O*(2" - C) i pamieci wielomianowej mozna rozwiazaé
(decyzyjny) problem TSP.

| A

Whiosek
W czasie O*(2" - Clog C) i pamieci wielomianowej mozna rozwiaza¢
(optymalizacyjny) problem TSP.
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Kolorowanie w 2", Bjorklund, Husfeldt, Koivisto, 2006

k-kolorowanie

k-kolorowaniem grafu G = (V/, E) nazywamy dowolng funkcje
c:V —{1,... k} taka, ze dla dowolnej krawedzi xy € E, c(x) # c(y).

Problem

Dla danego grafu G = (V/, E) stwierdzi¢, czy istnieje jego k-kolorowanie.
(Jesli umiemy to zrobi¢ w czasie O*(c") to dzieki samoredukowalnosci
mozemy tez w czasie O*(c") znalez¢ k-kolorowanie gdy takie istnieje).
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c:V —{1,... k} taka, ze dla dowolnej krawedzi xy € E, c(x) # c(y).

Problem

Dla danego grafu G = (V/, E) stwierdzi¢, czy istnieje jego k-kolorowanie.
(Jesli umiemy to zrobi¢ w czasie O*(c") to dzieki samoredukowalnosci
mozemy tez w czasie O*(c") znalez¢ k-kolorowanie gdy takie istnieje).

Obserwacje

@ (trywialne) k-kolorowanie to podziat V na k zbioréw niezaleznych.

o (ciekawsze) Istnieje podziat V na k zbioréw niezaleznych wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje pokrycie k zbiorami niezaleznymi, tzn. k zbioréw
niezaleznych i, ..., I, takich, ze U L i=V.
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Kolorowanie w 2", cd.

@ U jest zbiorem krotek (/1 ..., /), gdzie /; sa zbiorami niezaleznymi
(nie musza by¢ nawet parami rézne!)
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o Ay={(h,.... k)€U : velU, I}

o Wtedy [[),cy Av| # 0 wtw gdy G jest k-kolorowalny.

@ Uproszczony problem:

VA=K )€U = by e ©V = XY =s(V = X)¥
veX
gdzie s(Y) = liczba zbioréw niezaleznych ktére sa podzbiorami Y.

@ s(Y) mozemy obliczy¢ na poczatku algorytmu programowaniem
dynamicznym dla wszystkich podzbioréow Y C V:
s(Y)=s(Y —{y})+s(Y — N[y]). Zajmie to czas i pamie¢ O*(2"),
gdyz liczba kolorowar zajmuje O(nlog k) bitéw.

o Nastepnie | (), cx Av| obliczymy w czasie 0*(1), a wiec |, e\ Av|
dostaniemy w czasie O*(2").
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Kolorowanie w 2", cd.

Twierdzenie

W czasie O*(2") i pamieci O*(2") mozemy dla danego grafu G,
@ znalez¢ k-kolorowanie, lub stwierdzi¢, ze ono nie istnieje,

@ znalez¢ liczbe chromatyczna.
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Kolorowanie w 2", cd.

Twierdzenie
W czasie O*(2") i pamieci O*(2") mozemy dla danego grafu G,
@ znalez¢ k-kolorowanie, lub stwierdzi¢, ze ono nie istnieje,

@ znalez¢ liczbe chromatyczna.

Twierdzenie

| \

W czasie 0*(2.25") i pamieci wielomianowej mozemy znalez¢
k-kolorowanie danego grafu G, lub stwierdzi¢, ze ono nie istnieje.

| A\

Dowdéd
s(Y) obliczamy gotowym algorytmem: w czasie O(1.2461") i pamieci
wielomianowej [Fiirer, Kasiviswanathan 2005]. Catkowity czas:

n

Y raseXl =% <Z>1.2461k = (1 +1.2461)" = 0(2.25").

XCV k=0
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Kilka uwag

Uzywajac troche bardziej skomplikowanego programowania dynamicznego
mozna obliczy¢ prawdziwa liczbe k-kolorowan (a nie liczbe pokry¢ z
powtdrzeniami zbiorami niezaleznymi), w takim samym czasie/pamieci.
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Kilka uwag

Uzywajac troche bardziej skomplikowanego programowania dynamicznego
mozna obliczy¢ prawdziwa liczbe k-kolorowan (a nie liczbe pokry¢ z
powtdrzeniami zbiorami niezaleznymi), w takim samym czasie/pamieci.

Przedstawione rozumowanie mozna przenies¢ na ogélny problem
pokrycia/podziatu uniwersum V rodzing zbioréw.
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Drzewo Steinera w 2%, Nerderlof 2009

Wersja bez wag

Dany graf G = (V/, E), zbiér terminali K C V i liczba ¢ € N. Czy istnieje
poddrzewo T C G takie ze K C V/(T) oraz |E(T)| < c?
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Wersja bez wag

Dany graf G = (V/, E), zbiér terminali K C V i liczba ¢ € N. Czy istnieje
poddrzewo T C G takie ze K C V/(T) oraz |E(T)| < c?

| A\

Wersja wazona

Dodatkowo wagi na krawedziach w : E — N. Czy istnieje poddrzewo
T C G takie ze K C V/(T) oraz w(E(T)) < c?

\
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Drzewo Steinera w 2%, Nerderlof 2009

Wersja bez wag

Dany graf G = (V/, E), zbiér terminali K C V i liczba ¢ € N. Czy istnieje
poddrzewo T C G takie ze K C V/(T) oraz |E(T)| < c?

| \

Wersja wazona

Dodatkowo wagi na krawedziach w : E — N. Czy istnieje poddrzewo
T C G takie ze K C V/(T) oraz w(E(T)) < c?

\

Oznaczamy n = |V|, k = |K].

Klasyczny algorytm [Dreyfus, Wagner 1972]

Programowanie dynamiczne, dziata nawet w wersji wazonej w czasie

0*(3K) i pamieci O*(2¥).
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Marszruty drzewowe

Niech G = (V, E) bedzie grafem nieskierowanym i niech s € V.
Marszruta drzewowa nazwiemy pare B = (T, h), gdzie T jest dowolnym
drzewem ukorzenionym oraz h: V(T) — V jest homomorfizmem, tzn. jesli
(x,y) € E(T) to h(x)h(y) € E(G). Powiemy, ze B ma poczatek w s, gdy
h(r) = s, gdzie r jest korzeniem T. Dtugoscia B nazywamy |E(T)|.
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Marszruty drzewowe

Przykfad 1 Kazda marszruta (zwykta) jest marszruta drzewowa
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Marszruty drzewowe

Przykfad 1 Kazda marszruta (zwykta) jest marszruta drzewowa
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Marszruty drzewowe

Przyktad 2 Nawet taka.

1 2 3 4 5 6 7 8
[ @ @ -@ ®- & & ®

S
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Marszruty drzewowe
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Marszruty drzewowe

Przyktad 3 Homomorfizm réznowartosciowy.
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Marszruty drzewowe

Przyktad 4 Homomorfizm, ktéry nie jest ré6znowartosciowy.
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Marszruty drzewowe

Przyktad 5 Homomorfizm, ktéry jeszcze bardziej nie jest réznowartosciowy.
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Drzewo Steinera, wersja bez wag

Niech s € K bedzie dowolnym terminalem.

Obserwacja

W G istnieje poddrzewo T takie, ze K C V/(T) oraz |E(T)| < ¢ wtedy i
tylko wtedy gdy w G istnieje marszruta drzewowa B = (Tg, h) z s dtugosci
< c taka, ze K C h(V(Tg)).
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W G istnieje poddrzewo T takie, ze K C V/(T) oraz |E(T)| < ¢ wtedy i
tylko wtedy gdy w G istnieje marszruta drzewowa B = (Tg, h) z s dtugosci
< c taka, ze K C h(V(Tg)).

@ U jest zbiorem wszystkich marszrut drzewowych z s dtugosci c.
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W G istnieje poddrzewo T takie, ze K C V/(T) oraz |E(T)| < ¢ wtedy i
tylko wtedy gdy w G istnieje marszruta drzewowa B = (Tg, h) z s dtugosci
< c taka, ze K C h(V(Tg)).

@ U jest zbiorem wszystkich marszrut drzewowych z s dtugosci c.
e A, ={BelU :veV(B)}dlavekK.
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Drzewo Steinera, wersja bez wag

Niech s € K bedzie dowolnym terminalem.

Obserwacja

W G istnieje poddrzewo T takie, ze K C V/(T) oraz |E(T)| < ¢ wtedy i
tylko wtedy gdy w G istnieje marszruta drzewowa B = (Tg, h) z s dtugosci
< c taka, ze K C h(V(Tg)).

@ U jest zbiorem wszystkich marszrut drzewowych z s dtugosci c.
e A, ={BelU :veV(B)}dlavekK.
o Wtedy [, cx Av| # 0 wtw istnieje szukane poddrzewo Steinera.
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Drzewo Steinera, wersja bez wag

Niech s € K bedzie dowolnym terminalem.

Obserwacja

W G istnieje poddrzewo T takie, ze K C V/(T) oraz |E(T)| < ¢ wtedy i
tylko wtedy gdy w G istnieje marszruta drzewowa B = (Tg, h) z s dtugosci
< c taka, ze K C h(V(Tg)).

@ U jest zbiorem wszystkich marszrut drzewowych z s dtugosci c.
e A, ={BelU :veV(B)}dlavekK.

o Wtedy [, cx Av| # 0 wtw istnieje szukane poddrzewo Steinera.
e Dla R C K oznaczmy R' = RU(V — K).

e Uproszczony problem:

) A = BEX(s),

veK

gdzie bjR(a) = liczba marszrut drzewowych z a dtugosci j w G[R'].
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Drzewo Steinera, uproszczony problem

Dla R C K oznaczmy R' = RU (V — K).

Uproszczony problem

| () Avl = bEX(s),

veK

gdzie bf(a) = liczba marszrut drzewowych z a dtugosci j w G[R'].
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Drzewo Steinera, uproszczony problem

Dla R C K oznaczmy R' = RU (V — K).

Uproszczony problem

| () Avl = bEX(s),

veK

gdzie bf(a) = liczba marszrut drzewowych z a dtugosci j w G[R'].

° bjR(a) obliczamy V j =0,...,c i a € R’ przez prog. dynamiczne:

{1 gdy j =0,
ZteN(s)ﬂR/ Zjﬁjz:jﬂ b}f(S)bE(t) wpp.
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Drzewo Steinera, uproszczony problem

Dla R C K oznaczmy R' = RU (V — K).

Uproszczony problem

| () Avl = bEX(s),

veK

gdzie bjR(a) = liczba marszrut drzewowych z a dtugosci j w G[R'].

° bjR(a) obliczamy V j =0,...,c i a € R’ przez prog. dynamiczne:

{1 gdy j =0,
ZteN(s)ﬂR/ Zjﬁjz:jﬂ b}f(S)bE(t) wpp.

@ Zauwazmy, ze bjR = O((nj)) — tatwa indukcja; stad bjR zajmuje
O(nlog n) = O*(1) bitéw.

@ Czyli uproszczony problem rozwiazujemy w czasie
O(n*- nlogn) = O(n®log n) i pamieci O(n®log n).
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Drzewo Steinera, finisz

Whiosek [Nederlof 2009]

Problem drzewa Steinera bez wag mozna rozwiaza¢ w czasie O*(2) i
pamieci wielomianowe;j.
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Drzewo Steinera, finisz

Whiosek [Nederlof 2009]

Problem drzewa Steinera bez wag mozna rozwiaza¢ w czasie O*(2) i
pamieci wielomianowe;j.

| A

Twierdzenie [Nederlof 2009]

Problem wazonego drzewa Steinera mozna rozwigza¢ w czasie O*(C - 2) i
pamieci O*(C). (Dowdd tu pomijamy)

A\
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Szybka transformata Fouriera(FFT)

lloczyn dwéch wielomianéw stopnia n mozna obliczy¢ za pomoca
O(nlog n) operacji arytmetycznych.
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Szybka transformata Fouriera(FFT)

lloczyn dwéch wielomianéw stopnia n mozna obliczy¢ za pomoca
O(nlog n) operacji arytmetycznych.

o Bez straty ogélnosci zbiér wierzchotkéw V = {0,...,n —1}.

@ Dla X C V wektorem charakterystycznym X nazywamy
&(X) : {0,...,n—1} — {0,1}, gdzie £&(X)(i) = [i € X].
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Szybka transformata Fouriera(FFT)
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@ Dla X C V wektorem charakterystycznym X nazywamy
&(X) : {0,...,n—1} — {0,1}, gdzie £&(X)(i) = [i € X].
o Wektorowi £(X) odpowiada liczba £(X)s = 3274 £(X)(i) - 3'.
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Szybka transformata Fouriera(FFT)

lloczyn dwéch wielomianéw stopnia n mozna obliczy¢ za pomoca
O(nlog n) operacji arytmetycznych.

@ Bez straty ogélnosci zbiér wierzchotkéw V = {0,...,n—1}.
@ Dla X C V wektorem charakterystycznym X nazywamy

&(X) : {0,...,n—1} — {0,1}, gdzie £&(X)(i) = [i € X].
o Wektorowi £(X) odpowiada liczba £(X)s = 3274 £(X)(i) - 3'.
@ Niech F bedzie rodzing wszystkich zbioréw niezaleznych.

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010



Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Szybka transformata Fouriera(FFT)

lloczyn dwéch wielomianéw stopnia n mozna obliczy¢ za pomoca
O(nlog n) operacji arytmetycznych.

@ Bez straty ogélnosci zbiér wierzchotkéw V = {0,...,n—1}.
@ Dla X C V wektorem charakterystycznym X nazywamy

&(X) : {0,...,n—1} — {0,1}, gdzie £&(X)(i) = [i € X].
o Wektorowi £(X) odpowiada liczba £(X)s = 3274 £(X)(i) - 3'.
@ Niech F bedzie rodzing wszystkich zbioréw niezaleznych.

o Niech P(x) = 3 g 5 x¥X)3. P jest wielomianem stopnia 3".
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Kolorowanie przez FFT, cd

e Mnozymy P(x) - P(x) za pomoca FFT w czasie O*(2") i ,czyscimy™:
w P(x) - P(x) zostawiamy tylko sktadniki cxP, gdzie (p)3 nie zawiera
dwdjek.
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w P(x) - P(x) zostawiamy tylko sktadniki cxP, gdzie (p)3 nie zawiera
dwdjek.

o Otrzymujemy wielomian P2(x) t.z. dla X C V podgraf G[X] jest
2-kolorowalny wtw gdy wspétczynnik w P2(x) przy x¢(X)3 jest = 0.
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Kolorowanie przez FFT, cd

e Mnozymy P(x) - P(x) za pomoca FFT w czasie O*(2") i ,czyscimy™:
w P(x) - P(x) zostawiamy tylko sktadniki cxP, gdzie (p)3 nie zawiera
dwdjek.

o Otrzymujemy wielomian P2(x) t.z. dla X C V podgraf G[X] jest
2-kolorowalny wtw gdy wspétczynnik w P2(x) przy x¢(X)3 jest = 0.

° H(x) powstaje z PI=1(x) - P(x) przez oczyszczenie.
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Kolorowanie przez FFT, cd

e Mnozymy P(x) - P(x) za pomoca FFT w czasie O*(2") i ,czyscimy™:
w P(x) - P(x) zostawiamy tylko sktadniki cxP, gdzie (p)3 nie zawiera
dwdjek.

o Otrzymujemy wielomian P2(x) t.z. dla X C V podgraf G[X] jest
2-kolorowalny wtw gdy wspétczynnik w P2(x) przy x¢(X)3 jest = 0.

e Pi(x) powstaje z Pi=1(x) - P(x) przez oczyszczenie.

o Wtedy G jest k-kolorowalny gdy ... wspétczynnik w P*(x) przy

n razy

——
x(1--1)3 jest # 0.
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Kolorowanie przez FFT, cd

e Mnozymy P(x) - P(x) za pomoca FFT w czasie O*(2") i ,czyscimy™:
w P(x) - P(x) zostawiamy tylko sktadniki cxP, gdzie (p)3 nie zawiera
dwdjek.

o Otrzymujemy wielomian P2(x) t.z. dla X C V podgraf G[X] jest
2-kolorowalny wtw gdy wspétczynnik w P2(x) przy x¢(X)3 jest = 0.

e Pi(x) powstaje z Pi=1(x) - P(x) przez oczyszczenie.

o Wtedy G jest k-kolorowalny gdy ... wspétczynnik w P*(x) przy

n razy

——
x(1--1)3 jest # 0.

Whiosek (mato impomujacy)

Mozemy znalez¢ kolorowanie w czasie O*(3") i pamieci O(2").

Czy to juz koniec?
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

zn. P;(x
n /o_/\&
Py =D x0n =3 5 x00:
SeF i=0 |556‘Z"’
Wtedy n n
P(x)- P(x) =D > Pi(x) - Pi(x).
i=0 j=0

v
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

zn. P;(x
n /o_/\&
Py =D x0n =3 5 x00:
SeF i=0 |556‘Z"’
Wtedy n n
P(x)- P(x) =D > Pi(x) - Pi(x).
i=0 j=0

@ Teraz P jest stopnia 2", P; oczywiscie tez.

v
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

zn. P;(x
o (x)
P(x) = ZXE(X)z — Z Z x§(X)2
SeF i=0 |SS€\fr
Wtedy n n
P(x) - P(x) = > Pi(x) - Pi(x).
i—0 j=0

@ Teraz P jest stopnia 2", P; oczywiscie tez.
@ Mnozymy Pi(x) - Pj(x) w czasie O*(2") i w P(x) - P(x) zostawiamy
tylko sktadniki cxP, gdzie (p), ma doktadnie i/ + j jedynek.

v
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

zn. P;(x
o (x)
P(x) = ZXE(X)z — Z Z x§(X)2
SeF i=0 |SS€\fr
Wtedy n n
P(x) - P(x) = > Pi(x) - Pi(x).
i—0 j=0

@ Teraz P jest stopnia 2", P; oczywiscie tez.
@ Mnozymy Pi(x) - Pj(x) w czasie O*(2") i w P(x) - P(x) zostawiamy
tylko sktadniki cxP, gdzie (p), ma doktadnie i/ + j jedynek.

@ W podobny sposéb domnazamy P jeszcze k — 2 razy i sprawdzamy

n razy

——
wspoétczynnik przy x(1--1)2,

v
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Kolorowanie przez FFT (Cygan, Pilipczuk 2009)

Zaraz, zaraz, ale dla dowolnego X C V/, wspétczynnik przy x¢(X)2

niezerowy wtw gdy G[X] jest k-kolorowalny.

Jest

W czasie i pamigci O*(2") mozemy znalez¢ wszystkie k-kolorowalne
indukowane podgrafy G.
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Transformata zeta ( i transformata Mé&biusa

Bedziemy rozwaza¢ funkcje okreslone na podzbiorach pewnego zbioru V i o
wartoséciach w pewnym pierscieniu — dla ustalenia uwagi wezmiemy
pierscien (Z,+,-).

f.2Y->7z

Ponizsze transformaty zamieniaja f na inna funkcje g : 2¥Y — Z.

Transformata zeta

(Cf)(y) = ngy f(X)-

Transformata Mobiusa

(LF)(Y) = Xxcy (DY XIE(X).
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Dlaczego ¢ i 1 sg fajne?

Wzr6r inwersyjny Mobiusa
Dla dowolnego Y C V, mamy f(Y) = ulf(Y).

Intuicja
e Powiedzmy, ze chcemy szybko policzy¢ f(Y), ale nie umiemy.
e Powiedzmy, ze umiemy natomiast szybko policzy¢ (¢f)(X) dla
wszystkich X C Y. Wiec liczymy, otrzymujac funkcje g = (f...
@ ... i obliczamy pg(Y) w czasie O*(2") — czyli szybko.
o (pozniej zobaczymy, ze w O*(2") mozemy nawet obliczy¢ pg(X) dla
wszystkich X C Y)
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Dlaczego ¢ i 1 sg fajne?

Wzr6r inwersyjny Mobiusa
Dla dowolnego Y C V, mamy f(Y) = ulf(Y).

Dowdd

Uzyjemy zasady witaczen-wytaczen.
Dla kazdego X C Y niech F(X) = {ef,.. .,ef(X)}.

o uniwersum U = Uycy F(X).
@ wymagania A, = {er : X2 v}
Bedziemy korzysta¢ z nastepujacych wtasnosci zbioréw F i U:

(W1) F(X) = MNyex A\ Uvey—x Av.
(W2) Dla Xy # Xa, F(Xl) N F(XQ) =0,
(W3) £(X) = [F(X)I.
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Dlaczego ¢ i 1 sg fajne?

Wzr6r inwersyjny Mobiusa
Dla dowolnego Y C V, mamy f(Y) = ulf(Y).

Dowéd

(W1) F(X)=Nyex Av \Uyey_x Av,
(W2) Dla Xy # Xa, F(Xl) N F(Xz) =0,
(W3) £(X) = [F(X)I.
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Dlaczego ¢ i 1 sg fajne?

Wzr6r inwersyjny Mobiusa
Dla dowolnego Y C V, mamy f(Y) = ulf(Y).

Dowdd

(W1) F(X) =Nyex Av \Uyey—x Av,
(W2) Dla Xy # Xa, F(Xl) N F(Xz) =0,
(W3) £(X) = [F(X)I.
CFX) =D £(S) =D S IF(S) =2 | | F(S)

SCX SCX SCX

W | N &L

veY—-X
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Dlaczego ¢ i 1 sg fajne?

Wzr6r inwersyjny Mobiusa
Dla dowolnego Y C V, mamy f(Y) = uCf(Y).

cf(X) = £(5) =" > IF(S) =" | (| F(s)l

SCX SCX SCX

—(W1) | ﬂ Al

veY—-X

pCf(Y) =Y (D" Xlef(x) =Y (-0 ) A=

XCY XCY veY—-X

= > X AL =B ) A = R = £(Y).

XCY veX veY

v

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010

31 /55



Cykl Hamiltona ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, 7e 1 € V(W) oraz V(W) = X.
Wtedy:
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Cykl Hamiltona ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, 7e 1 € V(W) oraz V(W) = X.
Wtedy:

o f(V) jest liczba cykli Hamiltona w G.
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Cykl Hamiltona ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, ze 1 € V(W) oraz V(W) = X.
Wtedy:
e f(V) jest liczba cykli Hamiltona w G.
o (f(X)=> scxf(X) jest liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, ze 1 € V(W) oraz V(W) C X.
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Cykl Hamiltona ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, ze 1 € V(W) oraz V(W) = X.
Wtedy:
e f(V) jest liczba cykli Hamiltona w G.
o (f(X)=> scxf(X) jest liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, ze 1 € V(W) oraz V(W) C X.
e Czyli dla dowolnego X, wartos¢ (f(X) mozemy obliczy¢ w czasie

O(nd).
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Cykl Hamiltona ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, 7e 1 € V(W) oraz V(W) = X.
Wtedy:
e f(V) jest liczba cykli Hamiltona w G.
o (f(X)=> scxf(X) jest liczbg marszrut zamknietych W dtugosci n
takich, ze 1 € V(W) oraz V(W) C X.
e Czyli dla dowolnego X, wartos¢ (f(X) mozemy obliczy¢ w czasie
O(nd).
e A wiec f(V) = uCf(V) obliczymy w czasie O*(2") i pamieci
wielomianowe;.

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 32 /55



Jeszcze jeden powdd dla ktérego (i u sa fajne

Algorytm Yates'a (1937)

Jesli mamy dana funkcje f : 2¥ — Z, to wszystkie 27 wartosci (f mozemy
obliczy¢ w czasie O*(2"). Podobnie dla uf.
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Algorytm Yates'a (1937)

Jeszcze jeden powdd dla ktérego ¢ i sg fajne

Jesli mamy dana funkcje f : 2¥ — Z, to wszystkie 2" wartosci (f mozemy
obliczy¢ w czasie O*(2"). Podobnie dla puf.

<

Dowéd dla ¢. (Dla p analogicznie.)

Bez straty ogélnosci V = {1,...,n}. Oznaczmy:

Gx= > 1)

SCX

({j+1,...,n}NX)CS

Wtedy (o(X) = (F(X).
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Algorytm Yates'a (1937)

Jeszcze jeden powdd dla ktérego ¢ i sg fajne

Jesli mamy dana funkcje f : 2¥ — Z, to wszystkie 2" wartosci (f mozemy
obliczy¢ w czasie O*(2"). Podobnie dla puf.

<

Dowéd dla ¢. (Dla p analogicznie.)

Bez straty ogélnosci V = {1,...,n}. Oznaczmy:

Gx= > 1)

SCX

({j+1,...,n}NX)CS

Wtedy (5(X) = ¢f(X).
Obliczymy wszystkie wartosci (j(X), dla j =0,...n, X C V, za pomoca
programowania dynamicznego:

G(X) = {f(x) . o svi=0,
G-1(X)+ [ € X]¢j—1(X = {j}) gdy,j>0.

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 33 / 55



k-kolorowanie ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie Iiczbq krotek (h,..., k), gdzie /; sa
zbiorami niezaleznymi w G oraz U 1 =X
Wtedy:
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k-kolorowanie ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie Iiczbq krotek (h,..., k), gdzie /; sa
zbiorami niezaleznymi w G oraz U 1 =X
Wtedy:

f(X) # 0 wtw G[X] jest k-kolorowalny.
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k-kolorowanie ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie Iiczbq krotek (/1.

zbiorami niezaleznymi w G oraz U 1 =X
Wtedy:

.., Ix), gdzie I; sa

f(X) # 0 wtw G[X] jest k-kolorowalny.
o (f(X) =) scx f(X) jest liczba krotek (/..
zbiorami niezaleznymi w G oraz Ujlle i C X.

k), gdzie I; sa
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k-kolorowanie ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie Iiczbq krotek (/1.

zbiorami niezaleznymi w G oraz U 1 =X
Wtedy:

.., Ix), gdzie I; sa

f(X) # 0 wtw G[X] jest k-kolorowalny.
o (f(X) =) scx f(X) jest liczba krotek (/..
zbiorami niezaleznymi w G oraz Uj-;l i C X.

k), gdzie I; sa

e Jak poprzednio, wszystkie 2" wartosci (f mozemy obliczy¢ w czasie i
pamieci O*(2").
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k-kolorowanie ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie Iiczbq krotek (h,..., k), gdzie /; sa
zbiorami niezaleznymi w G oraz U 1 =X
Wtedy:

f(X) # 0 wtw G[X] jest k-kolorowalny.
o (f(X) =) scx f(X) jest liczba krotek (h,..., k), gdzie I; sa
zbiorami niezaleznymi w G oraz Uj-;l i C X.

e Jak poprzednio, wszystkie 2" wartosci (f mozemy obliczy¢ w czasie i
pamieci O*(2").

@ Za pomocy algorytmu Yatesa znajdujemy f = u(f.
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k-kolorowanie ponownie

Dla X C V, niech f(X) bedzie Iiczbq krotek (h,..., k), gdzie /; sa
zbiorami niezaleznymi w G oraz U 1 =X
Wtedy:
f(X) # 0 wtw G[X] jest k-kolorowalny.
o (f(X)=> scxf(X) jest liczba krotek (h,..., ), gdzie /; sa
zbiorami nieza]ez'nymi w G oraz UJ’-;I i C X.
e Jak poprzednio, wszystkie 2" wartosci (f mozemy obliczy¢ w czasie i
pamieci O*(2").
@ Za pomoca algorytmu Yatesa znajdujemy f = u(f.

@ W ten sposéb znalezlismy wszystkie indukowane k-kolorowalne
podgrafy G.
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lloczyn pokryciowy

lloczyn pokryciowy

Dla dwéch funkcji f,g : 2¥ — Z definiujemy iloczyn pokryciowy jako
funkcje (f *c g) : 2¥ — Z taka, ze dla dowolnego Y C V,

(fxcg)(Y) = Z f(A

AUB=Y
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lloczyn pokryciowy

lloczyn pokryciowy

Dla dwéch funkcji f,g : 2¥ — Z definiujemy iloczyn pokryciowy jako
funkcje (f *c g) : 2¥ — Z taka, ze dla dowolnego Y C V,

(Frcg)(Y)= Y_ f(Ag(B).
AUB=Y

V.

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np

Niech F bedzie rodzing wszystkich zbioréw niezaleznych w danym grafie G.
Niech 15 :2Y — {0,1} bedzie indykatorem F, tzn. 15(X) = [X € F].
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lloczyn pokryciowy

lloczyn pokryciowy

Dla dwéch funkcji f,g : 2¥ — Z definiujemy iloczyn pokryciowy jako
funkcje (f *c g) : 2¥ — Z taka, ze dla dowolnego Y C V,

(fxcg)(Y) = Z f(A

AUB=Y

| \

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np

Niech F bedzie rodzing wszystkich zbioréw niezaleznych w danym grafie G.
Niech 15 :2Y — {0,1} bedzie indykatorem F, tzn. 15(X) = [X € F].
Wéwczas

lg%c1g*e---15(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy
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lloczyn pokryciowy, obliczanie

Standardowo: nie umiemy policzy¢ (f % g)?7 To policzmy ((f . g).

C(Freg)(Y)=> > f(AgB)= > f(A)g(B)=

XCY AuB=X AUBCY

= (Z f(A)) (Z f(B ) (V)(ce(Y))-
ACY BCY

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 36 / 55



lloczyn pokryciowy, obliczanie

Standardowo: nie umiemy policzy¢ (f % g)?7 To policzmy ((f . g).

((Feeg)(Y)=DY > f(AegB)= > f(Ag(B)=

XCY AuB=X AUBCY

= (Z f(A)) (Z f(B ) (V)(ce(Y))-
ACY BCY

Czyli (f xc g)(Y) = p((CF(Y))(Cg(Y))). Uzywamy 3x algorytmu Yates'a i
dostajemy czas (i pamie¢) O*(2").
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lloczyn pokryciowy, obliczanie

Standardowo: nie umiemy policzy¢ (f % g)?7 To policzmy ((f . g).

C(Freg)(Y)=> > f(AgB)= > f(A)g(B)=

XCY AuB=X AUBCY

= (Z f(A)) (Z f(B ) (V))(Cg(Y))-
ACY BCY

Czyli (f xc g)(Y) = p((CF(Y))(Cg(Y))). Uzywamy 3x algorytmu Yates'a i
dostajemy czas (i pamie¢) O*(2").

Zeby obliczy¢ 15 ¢ 15 %¢ - - - 15(V) wystarczy O(log k) takich operacji.

-~

k razy
Otrzymalismy kolejny algorytm znajdujacy wszystkie k-kolorowalne
podgrafy indukowane.
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Splot (Subset convolution)

Dla dwéch funkcji f, g : 2¥ — Z definiujemy splot jako funkcje
(f x g): 2 — Z taka, ze dla dowolnego Y C V,

(Fxg)(Y)= > f(X)g(Y = X).

XCY

Réwnowaznie...
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Splot (Subset convolution)

Dla dwéch funkcji f, g : 2¥ — Z definiujemy splot jako funkcje
(f x g): 2 — Z taka, ze dla dowolnego Y C V,

(Fxg)(Y)= > f(X)g(Y = X).

XCY

(Frg)(Y)= > f(Ag(B).

AuB=Y
ANB=0

Po co nam to? Bo jest naturalne. A poza tym np:
m6(k) =1g%1gx---14(V)/k! jest liczba podziatéw V na k zbioréw
—_—

k razy
niezaleznych, natomiast pg(k) = Zle g (k)kE liczba k-kolorowan.

v
tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 37 / 55




Splot (Subset convolution) — obliczanie

Dla f : 2¥ — Z niech f, oznacza f obciete do zbioréw mocy k, tzn.:

£(S) gdy |S| =k,
fk(s):{ (S) edy IS|
0 W p.p.

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010



Splot (Subset convolution) — obliczanie

Dla f : 2¥ — Z niech f, oznacza f obciete do zbioréw mocy k, tzn.:

£ (S) = {f(S) gdy |S| =k,

0 W p.p.
Wéwczas
(Fxg)(Y)= D f(X)g(Y - X) = ZZf g(Y —X) =
XCy i=0 ‘>§(C|_Y
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Splot (Subset convolution) — obliczanie

Dla f : 2¥ — Z niech f, oznacza f obciete do zbioréw mocy k, tzn.:

£ (S) = {f(S) gdy |S| =k,

0 W p.p.
Woéwczas
(Fxg)(Y) =D f(X)g(Y —X) = sz X) =
XY i=0 ‘)g(cle’

= (fixgy-)(Y
i—0

Wystarczy umiec obliczy¢ szybko f; * g;. \
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Splot (Subset convolution) — obliczanie f; * g;

Przypomnienie:

((Freg)(Y) == D> f(Ag(B)=...=(CF(Y))(Ca(Y)).
ABCY
Wéwczas
(fi + g)(Y Z fi(A
= ( > fi(A)gj(B)) = [(¢f(Y))(Ce(Y)]itj-
ABCY i+

Mozna obliczy¢ liczbe k-kolorowan wszystkich podgraféw indukowanych G
w czasie i pamieci O*(2").
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Przycinanie transformat (trimmed zeta / Mobius transform)

Dla f : 2¥ — Z nosnikiem f nazywamy supp(f) = {X C V : f(X) # 0}.
Dla F C 2Y, niech 1F = {Y C V : dla pewnego X € F, X C Y}.

Algorytm Yates'a

Jesli mamy dana funkcje f : 2¥ — Z, to wszystkie niezerowe wartosci (f
mozemy obliczy¢ w czasie O*(| Tsupp(f)|). Podobnie dla puf.
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Przycinanie transformat (trimmed zeta / Mobius transform)

Dla f : 2¥ — Z nosnikiem f nazywamy supp(f) = {X C V : f(X) # 0}.
Dla F C 2Y, niech 1F = {Y C V : dla pewnego X € F, X C Y}.

Algorytm Yates'a

Jesli mamy dana funkcje f : 2¥ — Z, to wszystkie niezerowe wartosci (f
mozemy obliczy¢ w czasie O*(| Tsupp(f)|). Podobnie dla puf.

Dowéd dla ¢. (Dla p analogicznie.)

Bez straty ogélnosci V = {1,...,n}. Oznaczalismy

GX)= >, f(S)

SCX

({j+1,..,n}NX)CS

Zauwazmy, ze dla X ¢Tsupp(f), (j(X) =0.
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Przycinanie transformat (trimmed zeta / Mobius transform)

Dla f : 2¥ — Z nosnikiem f nazywamy supp(f) = {X C V : f(X) # 0}.
Dla F C 2Y, niech 1F = {Y C V : dla pewnego X € F, X C Y}.

Algorytm Yates'a

Jesli mamy dana funkcje f : 2¥ — Z, to wszystkie niezerowe wartosci (f
mozemy obliczy¢ w czasie O*(| Tsupp(f)|). Podobnie dla puf.

Dowdd dla ¢. (Dla i analogicznie.)
Pozostaje obliczy¢ (;(X) dla X €Tsupp(f).
Po prostu zapuszczamy poprzedni dynamik...

GxX) = {f(x) =0

Go1(X) + [ € X]¢—1(X —{j}) sgdyj>0.

.. ale zbiory X bierzemy z kolejki priorytetowej uporzadkowanej po mocach
zbioréw, a wartosci (j_1(Z) ze stownika w czasie O*(1).

.
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Kolorowanie, ostatni raz

Niech F bedzie rodzing maksymalnych (pod wzgledem zawierania)
zbioréw niezaleznych.

Igxclgxc - 15(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy
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Kolorowanie, ostatni raz

Niech F bedzie rodzing maksymalnych (pod wzgledem zawierania)
zbioréw niezaleznych.

Igxclgxc - 15(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy

\

Przypomnienie

(f xc 8)(Y) = p((¢F(Y))(Ca(Y)))-

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 41 / 55



Kolorowanie, ostatni raz

Niech F bedzie rodzing maksymalnych (pod wzgledem zawierania)
zbioréw niezaleznych.

Igxclgxc - 15(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy

\

Przypomnienie

(f xc 8)(Y) = p((¢F(Y))(Ca(Y)))-

e supply =3,
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Kolorowanie, ostatni raz

Niech F bedzie rodzing maksymalnych (pod wzgledem zawierania)
zbioréw niezaleznych.

15 %c 1g*e---14(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy

\

Przypomnienie

(f xc 8)(Y) = p((¢F(Y))(Ca(Y)))-

e supply =3,
@ supplgxc 1g#c - 15 Clsupply =15,

g

r razy

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 41 / 55



Kolorowanie, ostatni raz

Niech F bedzie rodzing maksymalnych (pod wzgledem zawierania)
zbioréw niezaleznych.

15 %c 1g*e---14(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy

\

Przypomnienie

(f xc 8)(Y) = p((¢F(Y))(Ca(Y)))-

e supply =3,
@ supplgxc 1g#c - 15 Clsupply =15,

g

r razy
e F mozemy wylistowa¢ w czasie O*(|F|) (patrz poprzednie wyktady)
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Kolorowanie, ostatni raz

Niech F bedzie rodzing maksymalnych (pod wzgledem zawierania)
zbioréw niezaleznych.

15 %c 1g*e---14(V) # 0 wtw G jest k-kolorowalny.

k razy

\

Przypomnienie

(f xc 8)(Y) = p((¢F(Y))(Ca(Y)))-

e supply =3,
@ supplgxc 1g#c - 15 Clsupply =15,

g

r razy
e F mozemy wylistowa¢ w czasie O*(|F|) (patrz poprzednie wyktady)

e Whiosek: Mozemy obliczy¢ 14 %, --- 14 w czasie i pamieci O*(| 1)
—_——

k razy
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Kolorowanie, ostatni raz

Mozemy obliczyé 15 . - - - 15 w czasie i pamieci O*(| 1F])
—_———

k razy
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Kolorowanie, ostatni raz

Mozemy obliczyé 15 . - - - 15 w czasie i pamieci O*(| 1F])
—_———

k razy

Twierdzenie (Bjorklund i inni 2008)

W n-wierzchotkowym grafie o maksymalnym stopniu A jest
< (2841 — 1)"/(A+1) zbioréw dominujacych.
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Kolorowanie, ostatni raz

Mozemy obliczyé 15 . - - - 15 w czasie i pamieci O*(| 1F])
—_———

k razy

Twierdzenie (Bjorklund i inni 2008)

W n-wierzchotkowym grafie o maksymalnym stopniu A jest
< (2841 — 1)"/(A+1) zbioréw dominujacych.

Aaaaha

Ale TF zawiera same zbiory dominujace!

Mozemy znalezé k-kolorowanie grafu o maksymalnym stopniu A w czasie
O*(2A+1 _ 1)n/(A+1)_
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Technika: Szybkie mnozenie
macierzy
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MAX-SAT (Williams 2004)

Problem MAX-SAT

Dana formuta ¢ w postaci 2-CNF, zawierajaca n zmiennych. Znalez¢é
wartosciowanie zmiennych, ktére maksymalizuje liczbe spetnionych klauzul.

tukasz Kowalik (UW)
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MAX-SAT (Williams 2004)

Problem MAX-SAT

Dana formuta ¢ w postaci 2-CNF, zawierajaca n zmiennych. Znalez¢é
wartosciowanie zmiennych, ktére maksymalizuje liczbe spetnionych klauzul.

Bedziemy sie zajmowa¢ réwnowaznym (z doktadnoscia do czynnika
log(#klauzul)) problemem:

Problem MAX-SAT, wersja testujaca

Dana formuta ¢ w postaci 2-CNF, zawierajagca n zmiennych oraz k € N
Czy istnieje wartosciowanie zmiennych, dla ktérego jest doktadnie k
spetnionych klauzul.
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MAX-SAT (Williams 2004)

Zbudujemy pewien graf G o O(2"/3) wierzchotkach.
e Ustalmy dowolny podziat V = Vy U V4 U V5 na trzy réwne czesci (tak
réwne jak sie da).
o Wierzchotkami G s3 wszystkie wartosciowania v; : V; — {0,1} dla
i=0,1,2.
@ Dla dowolnych v € Vj, w € V(i 1) mod 3 graf G zawiera krawedz vw.
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MAX-SAT (Williams 2004)

Idea rozwigzania
@ Dobierzemy tak wagi na krawedziach, ze waga trdjkata vwu w G

bedzie réwna liczbie spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u).

o Witedy wystarczy sprawdzié, czy istnigje tréjkat o wadze k w G.

2% 2%

Warszawa, 28-29.05.2010 46 / 55

Algorytmy doktadne...
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MAX-SAT (Williams 2004)

Idea rozwiazania

@ Dobierzemy tak wagi na krawedziach, ze waga tréjkata vwu w G
bedzie réwna liczbie spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u).

o Wtedy wystarczy sprawdzié, czy istnieje tréjkat o wadze k w G.

Problem 1 Jak dobra¢ wagi?

Niech ¢(v) = wszystkie klauzule, ktére s3 spetnione przy wartosciowaniu v.
Wtedy liczba spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u) wynosi:

= le(v) N e(w)] = le(v) N e(u)] = |e(w) N e(u)|

lc(v)Uc(w) U c(u)| = [c(v) + |e(w)] + |c(u)]
|
+ le(v) Ne(w) Nc(u)].
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MAX-SAT (Williams 2004)

Idea rozwigzania

@ Dobierzemy tak wagi na krawedziach, ze waga tréjkata vwu w G
bedzie réwna liczbie spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u).

o Wtedy wystarczy sprawdzié, czy istnieje tréjkat o wadze k w G.

Problem 1 Jak dobra¢ wagi?

Niech ¢(v) = wszystkie klauzule, ktére sa spetnione przy wartosciowaniu v.
Witedy liczba spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u) wynosi:

—le(v) ne(w)l = le(v) Ne(u)] = |e(w) N e(u)]
+|e(v)Ne(w) Ne(u)l.
0

lc(v) U e(w) U c(u)] = |e(v)] + [e(w)] + [e(w)]
|
|
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MAX-SAT (Williams 2004)

|dea rozwigzania

@ Dobierzemy tak wagi na krawedziach, ze waga trdjkata vwu w G
bedzie réwna liczbie spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u).

o Witedy wystarczy sprawdzié, czy istnigje tréjkat o wadze k w G.

Problem 1 Jak dobra¢ wagi?

Niech c¢(v) = wszystkie klauzule, ktére sa spetnione przy wartosciowaniu v.
Wtedy liczba spetnionych klauzul przy wartosciowaniu (v, w, u) wynosi:

—le(v) ne(w)l = le(w) ne(u)] = le(u) Ne(v)]
+|e(v)Ne(w) Ne(u)l.

0

[c(v) Ue(w) Uc(u)l = [e(v)] + lc(w)! +[e(u)]
|
|

Czyli dajemy waga(xy) = |c(x)| — |e(x) Ne(y)|.

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 46 / 55



MAX-SAT (Williams 2004)

Pozostato sprawdzié, czy istnieje tréjkat o wadze k w G.

Trick

Rozwazamy wszystkie O(m?) podziatéw (m = liczba klauzul)
k = ko + ki + ko. Dla kazdego podziatu budujemy graf Gy, «, k, ztozony
tylko z:

o krawedzi o wadze kg miedzy 2V0 a 2V1,

o krawedzi o wadze k; miedzy 2V1 a 2V2,

o krawedzi o wadze ko miedzy 2V2 a 2V2.
Wtedy wystarczy...
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MAX-SAT (Williams 2004)

Pozostato sprawdzié, czy istnieje tréjkat o wadze k w G.

Trick

Rozwazamy wszystkie O(m?) podziatéw (m = liczba klauzul)
k = ko + ki + ko. Dla kazdego podziatu budujemy graf Gy, «, k, ztozony
tylko z:

o krawedzi o wadze kg miedzy 2V0 a 2V1,

o krawedzi o wadze k; miedzy 2V1 a 2V2,

o krawedzi o wadze ko miedzy 2V2 a 2V2.

Wtedy wystarczy... sprawdzi¢, czy istnieje dowolny tréjkat.
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Sprawdzanie, czy Gy, k, .k, Zawiera tréjat

Niech A bedzie macierza sasiedztwa pewnego grafu G. G zawiera tréjkat
wtedy i tylko wtedy gdy na przekatnej macierzy A3 istnieje element
niezerowy.

Twierdzenie (Coppersmith, Winograd 1990)

Niech w bedzie najmniejsza liczba taka, ze mozna w czasie O(n®)
pomnozy¢ dwie macierze n x n. Wtedy w < 2.376.

Whiosek

Mozemy sprawdzi¢, czy Gy, k, k, zawiera tréjat w czasie i pamieci
O(2v/3) = O(1.732")

| A

\
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MAX-SAT (Williams 2004): Podsumowanie

Mozemy rozwigza¢ MAX-SAT w czasie i pamieci O(1.732").
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MAX-SAT (Williams 2004): Podsumowanie

Mozemy rozwigza¢ MAX-SAT w czasie i pamieci O(1.732").

tatwo przerobi¢ nasz algorytm (jak?) zeby dostac

Mozemy zliczy¢ wszystkie rozwigzania optymalne MAX-SAT w czasie i
pamieci O(1.732").
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Technika: Local-Search
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3-SAT, ponownie

Odlegto$¢ Hamminga H(v, w) dwdéch wartosciowan v, w to liczba
zmiennych na ktérych wartosciowania sie réznia.

obserwacja

Kula o promieniu d zawiera Y¢_ (7) wartosciowan. (9(2") dla d = n/2)

o’

obserwacja

Dla danego wartoiciowania v w czasie O*(3%) mozna sprawdzi¢, czy
istnieje wartosciowanie spetniajace w takie, ze H(v,w) < d.
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3-SAT, ponownie

Odlegto$¢ Hamminga H(v, w) dwdéch wartosciowan v, w to liczba
zmiennych na ktérych wartosciowania sie réznia.

obserwacja

Kula o promieniu d zawiera Y¢_ (7) wartosciowan. (9(2") dla d = n/2)

v

obserwacja

Dla danego wartoiciowania v w czasie O*(3%) mozna sprawdzi¢, czy
istnieje wartosciowanie spetniajace w takie, ze H(v,w) < d.

Dowéd
Wez dowolng niespetniong klauzule i dla kazdego z jej literatéw
rekurencyjnie sprawdz czy istnieje wartosciowanie spetniajace, przy ktérym

ten literat ma warto$¢ TRUE.
Dostajemy rekurencje T(d) =3T(d — 1), czyli T(d) = 3¢.

| A\
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3-SAT, ponownie

Odlegto$¢ Hamminga H(v, w) dwdéch wartosciowan v, w to liczba
zmiennych na ktérych wartosciowania sie réznia.

obserwacja

Kula o promieniu d zawiera Y¢_ (7) wartosciowan. (9(2") dla d = n/2)

o’

obserwacja

Dla danego wartoiciowania v w czasie O*(3%) mozna sprawdzi¢, czy
istnieje wartosciowanie spetniajace w takie, ze H(v,w) < d.

obserwacja
Dla dowolnego wartosciowania v, jest H(v,0") < n/2 lub H(v,1") < n/2.
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3-SAT, ponownie

Odlegto$¢ Hamminga H(v, w) dwdéch wartosciowan v, w to liczba
zmiennych na ktérych wartosciowania sie réznia.

obserwacja

Kula o promieniu d zawiera Y¢_ (7) wartosciowan. (9(2") dla d = n/2)

v

obserwacja

Dla danego wartoiciowania v w czasie O*(3%) mozna sprawdzi¢, czy
istnieje wartosciowanie spetniajace w takie, ze H(v,w) < d.

obserwacja
Dla dowolnego wartosciowania v, jest H(v,0") < n/2 lub H(v,1") < n/2.

Whiosek [Schoning 2001]

3-SAT mozna rozwigza¢ w czasie 0*(3"/2) = 0*(1.7321").

Przypomnienie: Monien i Speckenmeyer: )
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3-SAT, jeszcze raz

Préba: Wylosuj wartosciowanie v i sprawdz kule B(v,n/4) w czasie
0*(374).
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3-SAT, jeszcze raz

Préba: Wylosuj wartosciowanie v i sprawdz kule B(v,n/4) w czasie
0*(37/4).

o (7)
Pr[Préba sie uda jesli 3 wartosciowanie spetniajace] = %

Ze wzoru Stirlinga n! = ©((£)"/n):

"/“ o ( (2)"y/n )
RO CARENET

n/4
26\ 12
ol -o(())
n/4 /n I'I/4 — n
k/ 0 (k) -0 2i Y2 -0 16 o n~1/2
2" 16"/4 27 '
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3-SAT, jeszcze raz

Préba: Wylosuj wartosciowanie v i sprawdz kule B(v,n/4) w czasie
0*(374).

. - o " 16\ "/*
Pr[Proba sie uda jesli 3 wartosciowanie spetniajace] > ¢ (27> n~1/2,
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3-SAT, jeszcze raz

Préba: Wylosuj wartosciowanie v i sprawdz kule B(v,n/4) w czasie
0*(374).

. - o " 16\ "/*
Pr[Proba sie uda jesli 3 wartosciowanie spetniajace] > ¢ (27> n~1/2,

Wykonujemy = 100 (%)n/ 1/2 beéb, co zajmuje czas
0 ()" 3 = 0°((3)")
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3-SAT, jeszcze raz

Préba: Wylosuj wartosciowanie v i sprawdz kule B(v,n/4) w czasie
0*(374).

. - o " 16\ "/*
Pr[Proba sie uda jesli 3 wartosciowanie spetniajace] > ¢ (27) n1/2,

Wykonujemy = 100 (%)n/ 1/2 beéb, co zajmuje czas
0 ()" 3 = 0°((3)")

Pr[Wszystkie préby sie nie udadza jesli 3 war. spetn.]
<(1-c (%)n/ll n1/2)* (22) 12 < 100,
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3-SAT, jeszcze raz

Préba: Wylosuj wartosciowanie v i sprawdz kule B(v,n/4) w czasie
0*(374).

. - o . 16\ "/
Pr[Proba sie uda jesli 3 wartosciowanie spetniajace] > ¢ (27) n1/2,
Wykonujemy = 100 (%)n/ 1/2 beéb, co zajmuje czas
0(B)" 3 = 0°((3)".

Pr[Wszystkie préby sie nie udadza jesli 3 war. spetn.]
<(1-c (%)n/ll n1/2)* (22) 12 < 100,

Whiosek [Dantsin, Goerdt, Hirsch, Kannan, Kleinberg, Papadimitriou,

Raghavam, Schoning 01]

Istnieje algorytm randomizowany Monte-Carlo dla problemu 3-SAT
dziatajacy w czasie O*(1.5"). Algorytm ten mozna zderandomizowa¢. (I
nie jest najlepszy znany.)
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3-SAT, ostatni raz

Préoba: Wylosuj wartosciowanie v i powtarzaj maksymalnie 3n razy:
wybierz losowa niespetniona klauzule i zmien warto$¢ zmiennej losowego
literatu tej klauzuli.
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3-SAT, ostatni raz

Préoba: Wylosuj wartosciowanie v i powtarzaj maksymalnie 3n razy:
wybierz losowa niespetniona klauzule i zmien warto$¢ zmiennej losowego
literatu tej klauzuli.

Fakt (dowéd pomijamy, patrz ksiagzka Mitzenmachera i Upfala)

n
Pr[Préba sie uda jesli 3 wart. spetn. v*] > % (%)

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 28-29.05.2010 53 / 55



3-SAT, ostatni raz

Préoba: Wylosuj wartosciowanie v i powtarzaj maksymalnie 3n razy:
wybierz losowa niespetniona klauzule i zmien warto$¢ zmiennej losowego
literatu tej klauzuli.

Fakt (dowéd pomijamy, patrz ksiagzka Mitzenmachera i Upfala)

n
Pr[Préba sie uda jesli 3 wart. spetn. v*] > % (%)

Jak zwykle, powtarzamy 100 - 4 ()" razy i dostajemy
prawdopodobieristwo btedu mniejsze niz e=1%°

Whiosek [Schoning 2002]

Istnieje algorytm randomizowany Monte-Carlo dla problemu 3-SAT
dziatajacy w czasie O*((4/3)").
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Cwiczenia

e MAX-CUT w O(1.732"7),
o Liczba doskonatych skojarzen w O(1.732"),

e Szeregowanie n zadan danych jako (rj, d;, pi) — znalezé szeregowanie t;
na 1 procesorze tak, ze [ti, t; + pi] C [ri, dj] oraz dla i # j,
[ti, ti + pi) N [tj, t; + pj) = 0. W czasie O*(2" max; d}).

@ Samoredukowalno$¢: kolorowanie, cykl Hamiltona, ...
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