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Sposoby ,radzenia sobie” z problemami NP-trudnymi

@ Aproksymacja (dla probleméw optymalizacji),
e FPT (parametryzacja),
@ szczegdlne klasy egzemplarzy problemu,

@ heurystyki
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Sposoby ,radzenia sobie” z problemami NP-trudnymi

@ Aproksymacja (dla probleméw optymalizacji),
e FPT (parametryzacja),

@ szczegdlne klasy egzemplarzy problemu,

o heurystyki

Niestety, te metody maja swoje

e Dla wiele waznych probleméw nie ma dobrych wielomianowych
algorytméw aproksymacyjnych, o ile P # NP (np: TSP, kolorowanie,
klika)

@ Wiele probleméw parametryzowanych jest NP-trudnych (kolorowanie)
lub W([1]-trudnych (klika)

o Nie zawsze egzemplarz nalezy do szczegélnej klasy
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Sposoby ,radzenia sobie” z problemami NP-trudnymi

@ Aproksymacja (dla probleméw optymalizacji),
e FPT (parametryzacja),

@ szczegdlne klasy egzemplarzy problemu,

o heurystyki

A nawet jesli dziataja, to oferujg pewien

Sa szybkie, ale...
@ niedoktadne,

o tylko gdy parametr maty,

o tylko gdy egzemplarz specjalny,
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Ten wyktad jest o...

Ten wyktad jest o

algorytmice bez kompromiséw ;)

tzn. dany problem NP-trudny chcemy po prostu rozwiaza¢ i dazymy do jak
najlepszego asymptotycznego czasu pesymistycznego (dla dowolnych
egzemplarzy).

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 12-13.03.2010 3 /61



M¢j pierwszy algorytm wyktadniczy

Definicja
Niech G bedzie grafem nieskierowanym. Zbiér /| C V jest niezalezny, gdy
zadne dwa wierzchotki / nie sa potaczone krawedziag w G.

Problem

| A

Egzemplarz:
Graf nieskierowany G = (V/, E). Oznaczenie: n = |V|, m = |E|.

Problem:
Znalez¢ zbiér niezalezny [ w G, t.z. jesli J C V jest niezalezny, to |/| > |J|.

Algorytm

Dla kazdego z 2" podzbioréw V sprawdz w czasie O(n + m) czy jest on
niezalezny; zapamietaj najwiekszy znaleziony zbidr.
Czas: O((n+ m)2™); pamieé: wielomianowa.

A,
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Motywacja - cd.

o Bedziemy badac¢ jak bardzo mozemy poprawi¢ algorytmy brutalne.
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Motywacja - cd.

o Bedziemy badac¢ jak bardzo mozemy poprawi¢ algorytmy brutalne.

o W przypadku wiekszosci probleméw nie liczymy na algorytm 2°(7): np.
gdyby taki algorytm istniat dla problemu najliczniejszego zbioru
niezaleznego, to SNP C SUBEXP (zdanie znacznie stabsze niz
P = NP, ale réwniez powszechnie uwazane za nieprawdziwe).
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Motywacja - cd.

o Bedziemy bada¢ jak bardzo mozemy poprawi¢ algorytmy brutalne.

o W przypadku wiekszosci probleméw nie liczymy na algorytm 2°(7): np.
gdyby taki algorytm istniat dla problemu najliczniejszego zbioru
niezaleznego, to SNP C SUBEXP (zdanie znacznie stabsze niz
P = NP, ale réwniez powszechnie uwazane za nieprawdziwe).

o Jesli zamiast algorytmu O(2") uzyjemy algorytmu
0(1.189") = O(2"/*), oznacza to (z grubsza) ze dysponujac tym
samym sprzetem mozemy rozwigzywaé egzemplarze 4 razy wieksze.
Zauwazmy, ze 16-krotne przyspieszenie sprzetu oznacza (z grubsza),
ze mozemy rozwiazywaé egzemplarze wieksze o 4 wierzchotki.
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Motywacja - cd.

o Bedziemy bada¢ jak bardzo mozemy poprawi¢ algorytmy brutalne.

o W przypadku wiekszosci probleméw nie liczymy na algorytm 2°(7): np.
gdyby taki algorytm istniat dla problemu najliczniejszego zbioru
niezaleznego, to SNP C SUBEXP (zdanie znacznie stabsze niz
P = NP, ale réwniez powszechnie uwazane za nieprawdziwe).

o Jesli zamiast algorytmu O(2") uzyjemy algorytmu
0(1.189") = O(2"/*), oznacza to (z grubsza) ze dysponujac tym
samym sprzetem mozemy rozwigzywaé egzemplarze 4 razy wieksze.
Zauwazmy, ze 16-krotne przyspieszenie sprzetu oznacza (z grubsza),
ze mozemy rozwiazywaé egzemplarze wieksze o 4 wierzchotki.

e Cel: poda¢ algorytm o zfozonosci O(c"), dla ¢ mozliwie matego.
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Absurdy ztozonosci asymptotycznej

Wiemy, ze
e (n+ m)2" = 0(2.00017),
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Absurdy ztozonosci asymptotycznej

Wiemy, ze
e (n+ m)2" = 0(2.00017),
o n19%027 = 5(2.0001"),
o nl°8m2" = 5(2.0001").
Dlatego wprowadzimy nastepujaca notacje:

f(n) = O*(g(n)), gdy f(n) = p(n)g(n) dla pewnego wielomianu p.

np (n+ m)2" = 0*(2"), n'%92" = O*(2").
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Algorytmy brutalne

Problem L jest w NP, gdy istnieje relacja R(x,y) taka, ze
e ReP,
o istnieje wielomian m taki, ze dla kazdego (x, y) € R jest |y| < m(|x|),

o L ={x : istnieje y takie, ze (x,y) € R}.

Algorytm
Rozwazmy nastepujacy algorytm decydujacy, czy x € L:
1: for each y € {0,1}, |y| < m(x) do
2 if (x,y) € R then
3 return TRUE
4: return FALSE

Czas: 0*(2m)), pamie¢: wielomianowa.
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Algorytmy brutalne: przyktady

SAT

Problem: Dla danej formuty logicznej o n zmiennych znalez¢
wartosciowanie spetniajace.
Algorytm: O*(2").

k-kolorowanie

Problem: Dla danego grafu G i liczby k € N, znalez¢ k-kolorowanie
wierzchotkowe G, o ile istnieje.
Algorytm: O*(2'°8kn) = O*(k").

Cykl Hamiltona

Problem: Dla danego grafu G znalez¢ cykl Hamiltona, o ile istnieje.
Algorytm: O*(2"'98") = 0*(n"); O*(n!).

| \

\
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Technika: rozgatezianie (branching)
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Najliczniejszy zbiér niezalezny, ponownie

Oznaczenia
Sasiedztwo N(v) = {x : wvx € E},
Domkniete sasiedztwo N[v] = N(v) U {v}.

Algorytm przez rozgatezianie, v1.0

procedure MIS(G)
. if |[V(G)| <1 then
return |V(G)|

[arsy

2

3: v <« dowolny wierzchotek G.

4: if deg(v) =0 then

5 return 1 + MIS(G — v)

6: else

7 return max{MIS(G — v),1 + MIS(G — N[v])}

Zeby znalezé moc najliczniejszego zbioru niezaleznego, uruchamiamy
MIS(G). (tatwo przerobi¢ ten algorytm, aby zwracat odpowiedni zbiér.)

v
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Analiza ztozonosci czasowe;

Niech D bedzie drzewem rekurencyjnych wywotan procedury MIS. D ma
wierzchotki trzech rodzajéw:

o liscie,
e wierzchotki posiadajace doktadnie 1 syna (redukujace),

e wierzchotki posiadajace > 2 synéw (rozgateziajace),
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e wierzchotki posiadajace doktadnie 1 syna (redukujace),

e wierzchotki posiadajace > 2 synéw (rozgateziajace),

Obserwacja

Liczba wszystkich weztéw drzewa D jest ograniczona przez wielomian od
liczby lisci D.
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Analiza ztozonosci czasowe;

Niech D bedzie drzewem rekurencyjnych wywotan procedury MIS. D ma
wierzchotki trzech rodzajéw:

o liscie,

e wierzchotki posiadajace doktadnie 1 syna (redukujace),

e wierzchotki posiadajace > 2 synéw (rozgateziajace),

Obserwacja

Liczba wszystkich weztéw drzewa D jest ograniczona przez wielomian od
liczby lisci D.

Ztozonos¢ czasowa algorytmu MIS wynosi O*(¢), gdzie ¢ jest liczba lisci D. \
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Analiza ztozonosci czasowe;

Szacujemy liczbe lisci T(n):

TN <T(n—=-1)+T(n-2)
TO0)=T(1)=1
a wiec T(n) = Fpp1 = O(1.62").
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Analiza ztozonosci czasowe;

Szacujemy liczbe lisci T(n):

TN <T(n—=-1)+T(n-2)
TO0)=T(1)=1
a wiec T(n) = Fpp1 = O(1.62").

Ztozonos¢ czasowa algorytmu MIS v1.0 wynosi O(1.62").
(Dlaczego nie 0*(1.62")7)
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Najliczniejszy zbiér niezalezny, ponownie

Oznaczenia
Sasiedztwo N(v) = {x : wvx € E},
Domkniete sasiedztwo N[v] = N(v) U {v}.

4

Algorytm przez rozgatezianie, v2.0

procedure MIS(G)
. if |[V(G)| <1 then
return |V(G)|

[arsy

2
3: v <« dowolny wierzchotek G.

4: if deg(v) <1 then

5: return 1 + MIS(G — v)

6: else

7 return max{MIS(G — v),1 + MIS(G — N[v])}

A\

Poprawnos¢: Jesli deg(v) = 1 to istnieje najliczniejszy zbi6r niezalezny,
ktéry zawiera v.
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MIS v2.0: Analiza ztozonosci czasowe]

T(n)<T(n-1)+T(n-3)
T0)=T7@1)=1

Jak to rozwiazaé???
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Rozwigzywanie rekurencji

Powiedzmy, ze dla s, r; € R, k = O(1) mamy rekurencje w rodzaju:

k
T(s) = Za;T(s —ri); T(s) =1dla s < maxr.
i=1 !
Pokazemy przez indukcje, ze T(s) < A, dla pewnego A > 0.

Baza indukcji: dla 0 < s < max; r; OK.
Krok indukcyjny. Z zatozenia indukcyjnego:

k
T(s) <) X"
i=1

A wiec wystarczy pokaza¢, ze fozl i~ < \® co jest réwnowazne

k
1— Za;)\_” >0
=1

f(A)
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Rozwigzywanie rekurencji

k
1— Z a A" >0
i=1

ey

@ limy_ o+ f(x) = —o0
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k
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i=1

ey
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Rozwigzywanie rekurencji

k
1— Z a A" >0
i=1

ey

o lim, o+ f(x) = —o0
o limy 1o f(x)=1

e czyli f ma dodatnie miejsce zerowe.
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Rozwigzywanie rekurencji

k
1— Z a A" >0
i=1

ey

limy_g+ f(x) = —00
limy— 00 f(x) =1
czyli f ma dodatnie miejsce zerowe.

czyli nieréwnos¢ jest spetniona jesli A jest najwiekszym dodatnim
miejscem zerowym f.
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Rozwigzywanie rekurencji

Jegli, dla s, r; € R, k = O(1), mamy rekurencje w rodzaju:

k
T(s)= Z a; T(s —r); T(s)=1dla s < maxr;.
i=1 !

T(s) < X%,

gdzie \ jest najwiekszym dodatnim miejscem zerowym funkgji

k
f(x)=1-— Za,—x_"
i=1

v

(Te miejsca zerowe tatwo obliczamy na komputerze (bisekcja/R/matlab itp)
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MIS v2.0: Analiza ztozonosci czasowe]

Algorytm MIS v2.0 dziata w czasie O(1.4656").
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Najliczniejszy zbiér niezalezny, ponownie

Algorytm przez rozgatezianie, v3.0

procedure MIS(G)

1: if max,cy(g)deg(v) < 2 then
Znajdz rozwigzanie w czasie wielomianowym i zwré¢ je.

2
3: v < wierzchotek o maksymalnym stopniu w G.
4: return max{MIS(G — v),1+ MIS(G — N[v])}

TN <T(n—=1)+T(n—4)

Algorytm MIS v2.0 dziata w czasie O(1.3803").
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k-SAT

Egzemplarz:
Formuta logiczna ¢ w postaci k-CNF o n zmiennych, tzn.

db=CGNGA...Cp,
Ci:(li,l\//i,2\/'--v/i7k)’

/,'J = x¢ lub /,'J = —xidla pewnego k e {1, 50 .,n}

Problem:
Czy ¢ spetnialna, tzn. czy istnieje wartosciowanie v : {xi,...x,} — {0,1}
takie ze |, = 1.
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k-SAT: algorytm

Rozwazamy uogélnione formuty, w ktérych literaty moga by¢ statymi 0 i 1.

Algorytm [Monien, Speckenmeyer 1985]

procedure SAT(y)

1: while ¢ zawiera klauzule C, ktéra zawiera literat 1 do
Usun klauzule C z ¢

2

3: while ¢ zawiera klauzule C, ktéra zawiera literat 0 do

4 if C ma tylko 1 literat return FALSE else Usun literat 0 z C
5: if ¢ jest pusta then

6: return TRUE

7: C < dowolna klauzula w ; C =41 V...V {,.

8: return

SAT(90|41:1) \ SAT(‘)O‘&:O,Zz:l) V...V SAT(SO|Z1:o,zzzo,...,e,,,lzo,epzl)

Zapis ¢|x; = 1 lub ¢|—x; = 0 oznacza, ze w catej formule ¢ literaty x;
zastepujemy 1, a —x; zastepujemy 0; podobnie dla ¢|x; = 0 lub ¢|—-x; =1
literaty x; zastepujemy 0, a —x; zastepujemy 1;
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k-SAT: analiza

T(n) <max{T(n—1),
T(n—1)+T(n—-2),
T(n—1)+T(n-2)+T(n-3),

.T(n—l)—i-...—i-T(n—k)}

Uwaga: Zeby oszacowa¢ T(n) wystarczy rozwiazaé kazda rekurencje
osobno i wybra¢ najszybciej rosnaca z otrzymanych funkcji.

Przedstawiony algorytm dziata w czasie O*(3]), gdzie (i jest najwiekszym

i

dodatnim pierwiastkiem funkcji f(x) =1 — Zf-‘zl x "
np. B3 ~ 1.8393, czyli umiemy rozwiaza¢ 3-SAT w czasie O(1.84").
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k-SAT: troche lepszy algorytm

@ naturalny pomyst: wybieramy zawsze najkrétsza klauzule C.
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k-SAT: troche lepszy algorytm

@ naturalny pomyst: wybieramy zawsze najkrétsza klauzule C.
@ poczatkowo moze sie zdarzy¢, ze |C| = k, ale wtedy w kazdym z k
wywotan rekurencyjnych pojawia sie krétsze klauzule.
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k-SAT: troche lepszy algorytm

@ naturalny pomyst: wybieramy zawsze najkrétsza klauzule C.

@ poczatkowo moze sie zdarzy¢, ze |C| = k, ale wtedy w kazdym z k
wywotan rekurencyjnych pojawia sie krétsze klauzule.

o jesli (gdzies w srodku drzewa rekursji) okaze sie, ze wszystkie klauzule
maja dtugos¢ k, oznacza to, ze aktualna formuta ¢ jest spetnialna
wtedy i tylko wtedy gdy wejsciowa formuta ¢q jest spetnialna. Wtedy
przerywamy rekurencje i uruchamiamy algorytm na mniejszej formule

@.
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k-SAT: troche lepszy algorytm

@ naturalny pomyst: wybieramy zawsze najkrétsza klauzule C.

@ poczatkowo moze sie zdarzy¢, ze |C| = k, ale wtedy w kazdym z k
wywotan rekurencyjnych pojawia sie krétsze klauzule.

o jesli (gdzies w srodku drzewa rekursji) okaze sie, ze wszystkie klauzule
maja dtugos¢ k, oznacza to, ze aktualna formuta ¢ jest spetnialna
wtedy i tylko wtedy gdy wejsciowa formuta ¢q jest spetnialna. Wtedy
przerywamy rekurencje i uruchamiamy algorytm na mniejszej formule
®.

@ W ten sposéb uruchomimy algorytm co najwyzej n razy, za kazdym
razem algorytm co najwyzej raz rozgatezia sie na formule rozmiaru k.
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k-SAT: troche lepszy algorytm

@ naturalny pomyst: wybieramy zawsze najkrétsza klauzule C.

@ poczatkowo moze sie zdarzy¢, ze |C| = k, ale wtedy w kazdym z k
wywotan rekurencyjnych pojawia sie krétsze klauzule.

o jesli (gdzies w srodku drzewa rekursji) okaze sie, ze wszystkie klauzule
maja dtugos¢ k, oznacza to, ze aktualna formuta ¢ jest spetnialna
wtedy i tylko wtedy gdy wejsciowa formuta ¢q jest spetnialna. Wtedy
przerywamy rekurencje i uruchamiamy algorytm na mniejszej formule
®.

@ W ten sposéb uruchomimy algorytm co najwyzej n razy, za kazdym
razem algorytm co najwyzej raz rozgatezia sie na formule rozmiaru k.

Whiosek [Monien, Speckenmeyer 1985]

Przedstawiony algorytm dziata w czasie O*(5x_1"), gdzie (i jest
najwiekszym dodatnim pierwiastkiem funkcji f(x) =1 — Ef;l x '
Czyli umiemy rozwigza¢ 3-SAT w czasie O(1.62").
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Uwaga notacyjna

Czesto wygodnie jest uzywac pojecia wektora rozgatezienia.

Jesli algorytm wykonuje ¢ wywotan rekurencyjnych oraz przy i-tym
wywotaniu rozmiar problemu redukuje sie o co najmniej r;, to tej sytuacji
odpowiada wektor rozgatezienia (r1, 2, ..., rp).

Np. w ostatnim algorytmie mozliwe wektory rozgatezienia to (1,2), ...,
(1,2,....k—1).

Dla danego wektora (r1,r2, ..., ry) definiujemy jego czynnik pracy
A(r1, .., re) jako najwieksze dodatnie miejsce zerowe funkg;ji

f(x)=1-S1_ x7".

Algorytm przez rozgatezienia ma ztozonos¢ O*(\"), gdzie A jest
najwiekszym czynnikiem pracy dla mozliwich wektoréw rozgatezienia.
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Zliczanie maksymalnych zbioréw niezaleznych

Zbiér | C V jest maksymalnym zbiorem niezaleznym w G = (V/, E), gdy
nie istnieje zbiér niezalezny J 2 I.
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Zliczanie maksymalnych zbioréw niezaleznych

Zbiér | C V jest maksymalnym zbiorem niezaleznym w G = (V/, E), gdy
nie istnieje zbiér niezalezny J 2 I.

Problem

Egzemplarz:
Graf nieskierowany G = (V/, E). Oznaczenie: n = |V|, m = |E|.

Problem:
Znalezé liczbe maksymalnych zbioréw niezaleznych w G.
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Zliczanie maksymalnych zbioréw niezaleznych

procedure #MIS(G)
1: if |V(G)| =0 then
2 return 1
3: v « wierzchotek minimalnego stopnia w G.
4: Niech vo = v oraz N(v) = {w, ..., Vgeg(v) }-
5

: return 398 AMIS(G — {w, ..., v;} — N[vi])

Poprawnos¢:

Albo v jest w maksymalnym zbiorze niezaleznym,
albo v nie jest w maksymalnym zbiorze niezaleznym, ale v; jest,
albo v, vi nie s3 w maksymalnym zbiorze niezaleznym, ale v» jest,

albo v, v1, ..., Vgeg(v)—1 nie s3 w maksymalnym zbiorze niezaleznym,
ale Vyeg(v) Jest,
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# MIS: analiza

o Jesli deg(v) = 0 to nie ma rozgateziania.
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# MIS: analiza

Jesli deg(v) = 0 to nie ma rozgateziania.
o Jesli deg(v) = d > 1 to wektor rozgatezienia (d +1,...,d + 1).

d+f:azy
o \(d,...,d)=d".
——
d razy
1-1
° dixxl/x _ an(X)Xl/X,

o czyli x}/* ma maksimum dla x = e, dla x > e maleje.
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# MIS: analiza

o Jesli deg(v) = 0 to nie ma rozgateziania.
o Jesli deg(v) = d > 1 to wektor rozgatezienia (d +1,...,d + 1).

d+1\:azy
o \(d,...,d)=d".
——
d razy
1-1
° dixxl/x _ an(X)Xl/X,

o czyli x}/* ma maksimum dla x = e, dla x > e maleje.

o tymaczasem 21/2 ~ 1.41 oraz 31/3 ~ 1.44.

Whiosek [Moon, Moser 1965]

Graf o n wierzchotkach ma co najwyzej 37/3 zbioréw niezaleznych. Mozna
je wszystkie wypisa¢ w czasie O*(k), gdzie k jest liczbg tych zbioréw.
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(3,2)-CSP (Problem spetnialnosci wiezéw)

Nastepujacy problem jest wspélnym uogdlnieniem problemu 3-kolorowania i
problemu 3-SAT.

Problem

Egzemplarz:
Zbiér zmiennych V oraz zbiér C wiezéw postaci (v, a, u, b), gdzie v,u € V
oraz a, b € {1,2,3}.

Dla danego kolorowania ¢ : V — {1,2,3} méwimy, ze wiez (v,a,u,b) € C
jest naruszony, gdy c(v) = a oraz c(u) = b; w przeciwnym przypadku jest
spetniony.
Problem:

Znalez¢ kolorowanie ¢ : V' — {1,2, 3} takie, wszystkie wiezy z C s
spetfnione.

CSP = Constraint Satisfaction Problem
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(3,2)-CSP: Przyktad

Egzemplarz Rozwigzanie

(llustracje pochodzg z: Beigel, Eppstein 3-coloring in time 0(1.3289").)
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3-kolorowanie jako (3,2)-CSP

Egzemplarz 3-kolorowania Egzemplarz (3,2)-CSP.
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3-SAT jako (3,2)-CSP

(X1 VX2V —X3)
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Redukowanie zmiennych z dwoma dozwolonymi kolorami

Lemat o dwéch kolorach

Jesli egzemplarz (3,2)-CSP zawiera zmienna, dla ktérej s3 tylko 2
dozwolone kolory, to mozna znalez¢é réwnowazny egzemplarz zawierajacy o
jedna zmienng mniej.

Oryginalny egzemplarz — Nowy egzemplarz.
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Nieciekawa reguta rozgateziajaca

Rozwazmy dowolne dwa wierzchotki pojawiajace sie w pewnym wiezie.

Z lematu o dwéch kolorach to daje wektor rozgatezienia (2, 1), czyli
algorytm o ztozonosci O(1.62").
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Ciekawa reguta rozgateziajaca

Z lematu o dwéch kolorach to daje wektor rozgatezienia (2,2,2,2), czyli

algorytm o ztozonosci O(4"/2) = 0O(2").
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Ciekawa reguta rozgateziajaca

____________

ale: jesli istnieje rozwigzanie, to pojawia sie ono w doktadnie dwéch z
czterech gatezi! Jak to wykorzystac?
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Ciekawa reguta rozgateziajaca

Z prawdopodobienstwem 1/4 wybieramy jeden z 4 mniejszych egzemplarzy.
7 prawdopodobieAnstwem 1/2 trafiamy.
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(3,2)-CSP: Randomizowane rozgatezianie

@ Taka préba dziata w czasie wielomianowym.

e Pr[Préba znajdzie rozwiazanie jesli istnieje]= (%)”/2 =27n/2,
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(3,2)-CSP: Randomizowane rozgatezianie

@ Taka préba dziata w czasie wielomianowym.
e Pr[Préba znajdzie rozwiazanie jesli istnieje]= (%)”/2 =27n/2,

o Pr[Préba nie znajdzie rozwiazania jesli istnieje]= 1 — 2-"/2.
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(3,2)-CSP: Randomizowane rozgatezianie

@ Taka préba dziata w czasie wielomianowym.

e Pr[Préba znajdzie rozwiazanie jesli istnieje]= (%)”/2 =212,

o Pr[Préba nie znajdzie rozwiazania jesli istnieje]= 1 — 2-"/2.

o Wykonujemy 100 - 2"/2 préb. Jesli zadna préba nie zwrécita
rozwigzania, odpowiadamy, ze rozwigzanie nie istnieje.
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(3,2)-CSP: Randomizowane rozgatezianie

@ Taka préba dziata w czasie wielomianowym.

e Pr[Préba znajdzie rozwiazanie jesli istnieje]= (%)”/2 =212,

o Pr[Préba nie znajdzie rozwiazania jesli istnieje]= 1 — 2-"/2.

o Wykonujemy 100 - 2"/2 préb. Jesli zadna préba nie zwrécita
rozwigzania, odpowiadamy, ze rozwigzanie nie istnieje.

@ Pr[Zadna préba nie znajdzie rozwiazania jedli istnieje]

=(1— 2—n/2)100-2"/2 < o100,
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(3,2)-CSP: Randomizowane rozgatezianie

@ Taka préba dziata w czasie wielomianowym.

e Pr[Préba znajdzie rozwiazanie jesli istnieje]= (%)”/2 =212,

o Pr[Préba nie znajdzie rozwiazania jesli istnieje]= 1 — 2-"/2.

o Wykonujemy 100 - 2"/2 préb. Jesli zadna préba nie zwrécita
rozwigzania, odpowiadamy, ze rozwigzanie nie istnieje.

@ Pr[Zadna préba nie znajdzie rozwiazania jedli istnieje]

=(1— 2—n/2)100-2"/2 < o100,

e Jesli rozwigzanie nie istnieje, algorytm zawsze zwraca poprawng
odpowiedz.
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(3,2)-CSP: Randomizowane rozgatezianie

@ Taka préba dziata w czasie wielomianowym.
e Pr[Préba znajdzie rozwiazanie jesli istnieje]= (%)”/2 =27n/2,

o Pr[Préba nie znajdzie rozwiazania jesli istnieje]= 1 — 2-"/2.

o Wykonujemy 100 - 2"/2 préb. Jesli zadna préba nie zwrécita
rozwigzania, odpowiadamy, ze rozwigzanie nie istnieje.

@ Pr[Zadna préba nie znajdzie rozwiazania jedli istnieje]

_ (1 _ 27n/2)100-2"/2 < 100

e Jesli rozwigzanie nie istnieje, algorytm zawsze zwraca poprawng
odpowiedz.

Whiosek [Beigel, Eppstein 2005]

Istnieje algorytm Monte-Carlo, ktéry rozwiazuje problem (3,2)-CSP w
czasie O*(2"/2) z dowolnie matym (jednostronnym) prawdopodobieristem

bledu.
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

Oznaczenie: aG) = rozmiar najliczniejszego zbioru niezaleznego w G.

Dominowanie

Jesli N[w] C N[v] (,,v dominuje w") to a(G) = a(G — v).

W szczegoélnosci viv € E. Jesli v jest w pewnym najliczniejszym zbiorze
niezaleznym / to w & /, a wiec | — {v} U {w} jest zbiorem niezaleznym o
tej samej mocy. Czyli zawsze istnieje najliczniejszy zbidr niezalezny, ktory
nie zawiera v.
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

Zwijanie wierzchotkéw stopnia 2

Niech deg(v) = 2, N(v) = {x,y} i zatézmy, ze v nie dominuje x ani y.
Niech G’ bedzie grafem, ktéry powstaje z G przez:
@ usuniecie v, X, y,

@ dodanie nowego wierzchotka xy,

e dodanie krawedzi od xy do kazdego w € (Ng(x) U Ng(y)) \ {v}
Wtedy a(G) =1+ o(G’)

Dowéd: Zauwazmy, ze xy ¢ E(G).
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

() v —

Dowéd: Zauwazmy, ze xy ¢ E(G).
Niech I’ bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G’.

o Jeslixy € I" to I\ {xy} U{x,y} jest niezalezny w G.
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

() v —

Dowéd: Zauwazmy, ze xy ¢ E(G).
Niech I’ bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G’.

o Jeslixy € I" to I\ {xy} U{x,y} jest niezalezny w G.
o Jesli xy € I’ to I" U{v} jest niezalezny w G.
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

() v —

Dowéd: Zauwazmy, ze xy ¢ E(G).

Niech I’ bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G’.
o Jeslixy € I" to I\ {xy} U{x,y} jest niezalezny w G.
o Jesli xy € I’ to I" U{v} jest niezalezny w G.
e Stad, a(G) > a(G’) — 1.

Niech | bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G.

o Jesli x,y € I to 1 U{x,y} jest niezalezny w G'.
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

() v —

Dowéd: Zauwazmy, ze xy ¢ E(G).

Niech I’ bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G’.
o Jeslixy € I" to I\ {xy} U{x,y} jest niezalezny w G.
o Jesli xy € I’ to I" U{v} jest niezalezny w G.
e Stad, a(G) > a(G’) — 1.

Niech | bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G.
o Jesli x,y € I to 1 U{x,y} jest niezalezny w G'.

o Jesli x € I lub y & I to bez straty ogélnosci v € I, x,y & 1. Wtedy
I\ {v} jest niezalezny w G'.
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Najliczniejszy zbidr niezalezny: dwie nowe reguty redukujace

Dowéd: Zauwazmy, ze xy ¢ E(G).

Niech I’ bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G’.
o Jeslixy € I" to I\ {xy} U{x,y} jest niezalezny w G.
o Jesli xy € I’ to I" U{v} jest niezalezny w G.
e Stad, a(G) > a(G’) — 1.

Niech | bedzie najliczniejszym zbiorem niezaleznym w G.

o Jesli x,y € I to 1 U{x,y} jest niezalezny w G'.

o Jesli x € I lub y & I to bez straty ogélnosci v € I, x,y & 1. Wtedy
I\ {v} jest niezalezny w G'.

e Stad, a(G’) > a(G) + 1, czyli (G) < (G’) — 1.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Algorytm przez rozgatezianie, v4.0

procedure MIS(G)
. if [V(G)| <1 then

[ay

2 return |V(G)|

3. if Jv,w : N[w] C N[v] then
4: return MIS(G — v)

5: else if Jv : deg(v) <1 then
6: return 1+ MIS(G — NJv])
7: else if Jv : deg(v) =2 then
8 G’ «— graf po zwinieciu v,
9 return 1 + MIS(G')

10: v <« wierzchotek maksymalnego stopnia w G.
11: return max{MIS(G — v),1 + MIS(G — N[v])}

Przypomnijmy: ztozonos¢ czasowa to O*(A(1,4)") = O(1.381").
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Obserwacja

Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
»juz ich nie ma".
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
»juz ich nie ma".

w
Nowa analiza

e Pomyst:
o Wierzchotki stopnia deg(x) < 2 beda miaty wage w(x) =0,

v

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 12-13.03.2010 40 / 61



Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
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Nowa analiza

e Pomyst:
o Wierzchotki stopnia deg(x) < 2 beda miaty wage w(x) =0,
o wierzchotki stopnia deg(x) > 3 beda miaty wage w(x) =1,
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Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
»juz ich nie ma".

w
Nowa analiza

e Pomyst:
o Wierzchotki stopnia deg(x) < 2 beda miaty wage w(x) =0,
o wierzchotki stopnia deg(x) > 3 beda miaty wage w(x) =1,
o wtedy rozmiar egzemplarza ;(G) = o, w(v).

N
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Obserwacja

Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
»juz ich nie ma".

Nowa analiza

| A\

e Pomyst:
o Wierzchotki stopnia deg(x) < 2 beda miaty wage w(x) =0,
o wierzchotki stopnia deg(x) > 3 beda miaty wage w(x) =1,
o wtedy rozmiar egzemplarza ;(G) = o, w(v).

o dla deg(v) = 3:
o Wszsytkie wierzchotki w grafie maja stopien 3! A wiec:
o W egzemplarzu G — v pojawia sie 3 wierzchotki stopnia < 2.

Czyli mamy czynnik pracy A\(4,4) = 21/ = 1.19 (a nawet lepszy...)

N
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Obserwacja

Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
»juz ich nie ma".

Nowa analiza

| A\

e Pomyst:
o Wierzchotki stopnia deg(x) < 2 beda miaty wage w(x) =0,
o wierzchotki stopnia deg(x) > 3 beda miaty wage w(x) =1,
o wtedy rozmiar egzemplarza ;(G) = o, w(v).
o dla deg(v) = 3:
o Wszsytkie wierzchotki w grafie maja stopien 3! A wiec:
o W egzemplarzu G — v pojawia sie 3 wierzchotki stopnia < 2.
Czyli mamy czynnik pracy A\(4,4) = 21/ = 1.19 (a nawet lepszy...)
o dla deg(v) > 4: mamy czynnik pracy A(1,5) = 1.33.

N
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Obserwacja

Wierzchotki stopnia < 2 znikajg w czasie wielomianowym. W jakis sensie
»juz ich nie ma".

Nowa analiza

| A\

e Pomyst:
o Wierzchotki stopnia deg(x) < 2 beda miaty wage w(x) =0,
o wierzchotki stopnia deg(x) > 3 beda miaty wage w(x) =1,
o wtedy rozmiar egzemplarza ;(G) = o, w(v).
o dla deg(v) = 3:
o Wszsytkie wierzchotki w grafie maja stopien 3! A wiec:
o W egzemplarzu G — v pojawia sie 3 wierzchotki stopnia < 2.
Czyli mamy czynnik pracy A\(4,4) = 21/ = 1.19 (a nawet lepszy...)
o dla deg(v) > 4: mamy czynnik pracy A(1,5) = 1.33.
e Whiosek: Czas 0(1.33#(¢)) = 0(1.33"), bo u(G) < n.

N
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

e Co tu sie stato? Wprowadzilismy nowa miare rozmiaru
egzemplarza, ktéra pozwolita lepiej mierzy¢ postep, jaki wykonuje
algorytm w jednej z gatezi (a nawet obu) w przypadku gdy
deg(v) = 3, ktéry byt ,waskim gardtem”.
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egzemplarza, ktéra pozwolita lepiej mierzy¢ postep, jaki wykonuje
algorytm w jednej z gatezi (a nawet obu) w przypadku gdy
deg(v) = 3, ktéry byt ,waskim gardtem”.

@ Idzmy dalej tym tropem. Aktualne waskie gardto: wierzchotek v
stopnia deg(v) = 4.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

e Co tu sie stato? Wprowadzilismy nowa miare rozmiaru
egzemplarza, ktéra pozwolita lepiej mierzy¢ postep, jaki wykonuje
algorytm w jednej z gatezi (a nawet obu) w przypadku gdy
deg(v) = 3, ktéry byt ,waskim gardtem”.

@ Idzmy dalej tym tropem. Aktualne waskie gardto: wierzchotek v
stopnia deg(v) = 4.

o Kazdy wierzchotek w grafie stopnia 3 lub 4.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

e Co tu sie stato? Wprowadzilismy nowa miare rozmiaru
egzemplarza, ktéra pozwolita lepiej mierzy¢ postep, jaki wykonuje
algorytm w jednej z gatezi (a nawet obu) w przypadku gdy
deg(v) = 3, ktéry byt ,waskim gardtem”.

@ Idzmy dalej tym tropem. Aktualne waskie gardto: wierzchotek v
stopnia deg(v) = 4.

o Kazdy wierzchotek w grafie stopnia 3 lub 4.
e Woaskie gardto: v ma 4 sasiadéw stopnia 4; w egzemplarzu G — v ich
stopnie maleja do 3.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

e Co tu sie stato? Wprowadzilismy nowa miare rozmiaru
egzemplarza, ktéra pozwolita lepiej mierzy¢ postep, jaki wykonuje
algorytm w jednej z gatezi (a nawet obu) w przypadku gdy
deg(v) = 3, ktéry byt ,waskim gardtem”.

@ Idzmy dalej tym tropem. Aktualne waskie gardto: wierzchotek v
stopnia deg(v) = 4.

o Kazdy wierzchotek w grafie stopnia 3 lub 4.

e Woaskie gardto: v ma 4 sasiadéw stopnia 4; w egzemplarzu G — v ich
stopnie maleja do 3.

o Obserwacja: Wierzchotek stopnia 3 juz niedtugo moze stac sie stopnia
2 i znikng¢! Powinnismy to uwzgledni¢ w p(G): takie wierzchotki
powinny mie¢ wage a € (0,1).
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

e Co tu sie stato? Wprowadzilismy nowa miare rozmiaru
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stopnie maleja do 3.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

@ Dostajemy:
o dla deg(v) = 3 czynnik pracy \(4a, 4a) = 2%/(4)
o dla deg(v) = 4 czynnik pracy A(1 +4min{a,1— a},1+ 4a)
o dla deg(v) > 5 czynnik pracy
A1+ a#ts, 1+ a#s + (deg(v) — #3)) < A(1,6) = 1.2852, gdzie #3
oznacza liczbe sasiadéw v stopnia 3, nieréwnosé¢ zachodzi dla o > %
poniewaz A(a, b) < A(c,d) dla a+ b= c+ d, min{a, b} > min{c, d}.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

@ Dostajemy:
o dla deg(v) = 3 czynnik pracy \(4a, 4a) = 2%/(4)
o dla deg(v) = 4 czynnik pracy A(1 +4min{a,1— a},1+ 4a)
o dla deg(v) > 5 czynnik pracy
A1+ a#ts, 1+ a#s + (deg(v) — #3)) < A(1,6) = 1.2852, gdzie #3
oznacza liczbe sgsiadéw v stopnia 3, nieréwnos¢ zachodzi dla o > %
poniewaz A(a, b) < A(c,d) dla a+ b= c+ d, min{a, b} > min{c, d}.
@ Aby zwijanie wierzchotka v o sgsiadach x i y nie zwiekszato rozmiaru
egzemplarza, chcemy, zeby w(xy) < w(v) + w(x) + w(y). Poniewaz
w(xy) <1 oraz 2a < w(v) + w(x) + w(y), wystarczy, zeby 1 < 2a.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

@ Dostajemy:
o dla deg(v) = 3 czynnik pracy \(4a, 4a) = 2%/(4)
o dla deg(v) = 4 czynnik pracy A(1 +4min{a,1— a},1+ 4a)
o dla deg(v) > 5 czynnik pracy
A1+ a#ts, 1+ a#s + (deg(v) — #3)) < A(1,6) = 1.2852, gdzie #3
oznacza liczbe sgsiadéw v stopnia 3, nieréwnos¢ zachodzi dla o > %
poniewaz A(a, b) < A(c,d) dla a+ b= c+ d, min{a, b} > min{c, d}.
@ Aby zwijanie wierzchotka v o sgsiadach x i y nie zwiekszato rozmiaru
egzemplarza, chcemy, zeby w(xy) < w(v) + w(x) + w(y). Poniewaz
w(xy) <1 oraz 2a < w(v) + w(x) + w(y), wystarczy, zeby 1 < 2a.
@ Obliczamy czynniki pracy dla wszystkich o € (0,1) z krokiem np
0.0001.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

@ Dostajemy:
o dla deg(v) = 3 czynnik pracy A(4a,4a) = 21/(4)
o dla deg(v) = 4 czynnik pracy A(1 +4min{a,1— a},1+ 4a)
o dla deg(v) > 5 czynnik pracy
A1+ a#ts, 1+ a#s + (deg(v) — #3)) < A(1,6) = 1.2852, gdzie #3
oznacza liczbe sasiadéw v stopnia 3, nieréwnosé¢ zachodzi dla o > %
poniewaz A(a, b) < A(c,d) dla a+ b= c+ d, min{a, b} > min{c, d}.
@ Aby zwijanie wierzchotka v o sgsiadach x i y nie zwiekszato rozmiaru
egzemplarza, chcemy, zeby w(xy) < w(v) + w(x) + w(y). Poniewaz
w(xy) <1 oraz 2a < w(v) + w(x) + w(y), wystarczy, zeby 1 < 2a.
@ Obliczamy czynniki pracy dla wszystkich o € (0,1) z krokiem np
0.0001.
o Wychodzi, ze dla o = 0.7259 mamy
AM4a,4a) = A1+ 4min{a,1 —a}, 1+ 4a) =~ 1.2697.
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

@ Dostajemy:
o dla deg(v) = 3 czynnik pracy \(4a, 4a) = 2%/(4)
o dla deg(v) = 4 czynnik pracy A(1 +4min{a,1— a},1+ 4a)
o dla deg(v) > 5 czynnik pracy
A1+ a#ts, 1+ a#s + (deg(v) — #3)) < A(1,6) = 1.2852, gdzie #3
oznacza liczbe sgsiadéw v stopnia 3, nieréwnos¢ zachodzi dla o > %
poniewaz A(a, b) < A(c,d) dla a+ b= c+ d, min{a, b} > min{c, d}.
@ Aby zwijanie wierzchotka v o sgsiadach x i y nie zwiekszato rozmiaru
egzemplarza, chcemy, zeby w(xy) < w(v) + w(x) + w(y). Poniewaz
w(xy) <1 oraz 2a < w(v) + w(x) + w(y), wystarczy, zeby 1 < 2a.
@ Obliczamy czynniki pracy dla wszystkich o € (0,1) z krokiem np
0.0001.
e Wychodzi, ze dla a = 0.7259 mamy
AM4a,4a) = A1+ 4min{a,1 —a}, 1+ 4a) =~ 1.2697.
e Whiosek: czas 0(1.2852").
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

@ Dostajemy:
o dla deg(v) = 3 czynnik pracy \(4a, 4a) = 2%/(4)
o dla deg(v) = 4 czynnik pracy A(1 +4min{a,1— a},1+ 4a)
o dla deg(v) > 5 czynnik pracy
A1+ a#ts, 1+ a#s + (deg(v) — #3)) < A(1,6) = 1.2852, gdzie #3
oznacza liczbe sgsiadéw v stopnia 3, nieréwnos¢ zachodzi dla o > %
poniewaz A(a, b) < A(c,d) dla a+ b= c+ d, min{a, b} > min{c, d}.
@ Aby zwijanie wierzchotka v o sgsiadach x i y nie zwiekszato rozmiaru
egzemplarza, chcemy, zeby w(xy) < w(v) + w(x) + w(y). Poniewaz
w(xy) <1 oraz 2a < w(v) + w(x) + w(y), wystarczy, zeby 1 < 2a.
@ Obliczamy czynniki pracy dla wszystkich o € (0,1) z krokiem np
0.0001.
e Wychodzi, ze dla a = 0.7259 mamy
Ada,4a) =~ A\(1 +4min{a,1 — a}, 1+ 4a) ~ 1.2697.
e Whiosek: czas 0(1.2852").
e Co tu sie stato?
o Jeszcze lepiej mierzymy postep algorytmu,
e réwnowazymy czynniki pracy.
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Naj

liczniejszy zbidr niezalezny: mierz i zwyciezaj

Idziemy dalej: wy = waga wierzchotka stopnia d.
O=wo=wi=wo <w3 <wyp <ws < wp < wyp =1,

Nie rozwazamy juz wy, wg, ... osobno bo nie tam bedzie waskie gardfo.
Dla wierzchotka stopnia d czynnik pracy

AMwy + dming<g(wWe — wi_1), wg + d - w3).
Albo doktfadniej: dla wierzchotka v stopnia d, ktéry...

e ... ma samych sasiadéw stopnia 3, czynnik pracy
AMwqg + d - w3, wg + d - ws + [s3siedzi sasiad6w]).
e ... ma samych sasiadéw stopnia d, czynnik pracy
MNwg +d - (wg — wg_1),wg + d - wy + [sasiedzi sasiadéw]).
o ... itd dla wszystkich mozliwosci sasiedztwa v (jest ich kilka tysiecy).

Problem: Jak optymalizowa¢ wagi gdy jest ich tak duzo?
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Idziemy dalej: wy = waga wierzchotka stopnia d.
O=wo=wi =wr <w3 <wg <ws <wg <wyy =1

Nie rozwazamy juz wy, wg, ... osobno bo nie tam bedzie waskie gardfo.

Dla wierzchotka stopnia d czynnik pracy
AMwy + dming<g(wWe — wi_1), wg + d - w3).
Albo doktfadniej: dla wierzchotka v stopnia d, ktéry...
e ... ma samych sasiadéw stopnia 3, czynnik pracy
AMwqg + d - w3, wg + d - ws + [s3siedzi sasiad6w]).
e ... ma samych sasiadéw stopnia d, czynnik pracy
MNwg +d - (wg — wg_1),wg + d - wy + [sasiedzi sasiadéw]).
o ... itd dla wszystkich mozliwosci sasiedztwa v (jest ich kilka tysiecy).

o Problem: Jak optymalizowa¢ wagi gdy jest ich tak duzo?
e local search (simulated annealing),
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Idziemy dalej: wy = waga wierzchotka stopnia d.
O=wo=wi =wr <w3 <wg <ws <wg <wyy =1

Nie rozwazamy juz wy, wg, ... osobno bo nie tam bedzie waskie gardfo.

Dla wierzchotka stopnia d czynnik pracy
AMwy + dming<g(wWe — wi_1), wg + d - w3).
Albo doktfadniej: dla wierzchotka v stopnia d, ktéry...
e ... ma samych sasiadéw stopnia 3, czynnik pracy
AMwqg + d - w3, wg + d - ws + [s3siedzi sasiad6w]).
e ... ma samych sasiadéw stopnia d, czynnik pracy
MNwg +d - (wg — wg_1),wg + d - wy + [sasiedzi sasiadéw]).
o ... itd dla wszystkich mozliwosci sasiedztwa v (jest ich kilka tysiecy).

o Problem: Jak optymalizowa¢ wagi gdy jest ich tak duzo?

e local search (simulated annealing),
o lub algorytm doktadny: Eppstein Quasiconvex analysis of multivariate
recurrence equations for backtracking algorithms, TALG 2006
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Najliczniejszy zbiér niezalezny: mierz i zwyciezaj

Twierdzenie [Fomin, Grandoni, Kratsch 2006]

Ten sam algorytm (odrobinke podkrecony) dziata w czasie
0(20-288m) — O(1.2217).
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Mierz i zwyciezaj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2003: TSP w grafach stopnia co najwyzej 3, czas 0*(2"/3):
@ Rozwigzujemy ogdlniejszy problem: dodatkowo dany zbiér krawedzi F,
ktére musza pojawic sie w cyklu Hamiltona. W trakcie dziatania
algorytmu nowe krawedzie s3 dodawane do F.
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Mierz i zwyciezaj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2003: TSP w grafach stopnia co najwyzej 3, czas 0*(2"/3):

@ Rozwigzujemy ogdlniejszy problem: dodatkowo dany zbiér krawedzi F,
ktére musza pojawic sie w cyklu Hamiltona. W trakcie dziatania
algorytmu nowe krawedzie s3 dodawane do F.

o Okazuje sie, ze gdy G — F sktada sie wytacznie z (roztacznych) cykli
dtugosci 4 to problem mozna rozwigza¢ wielomianowo. Niech C
bedzie zbiorem takich cykli.
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Mierz i zwyciezaj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2003: TSP w grafach stopnia co najwyzej 3, czas 0*(2"/3):

@ Rozwigzujemy ogdlniejszy problem: dodatkowo dany zbiér krawedzi F,
ktére musza pojawic sie w cyklu Hamiltona. W trakcie dziatania
algorytmu nowe krawedzie s3 dodawane do F.

o Okazuje sie, ze gdy G — F sktada sie wytacznie z (roztacznych) cykli
dtugosci 4 to problem mozna rozwigza¢ wielomianowo. Niech C
bedzie zbiorem takich cykli.

o Miara: u(G) = |V(G)| - |F| - |C].
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Mierz i zwyciezaj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2003: TSP w grafach stopnia co najwyzej 3, czas 0*(2"/3):

@ Rozwigzujemy ogdlniejszy problem: dodatkowo dany zbiér krawedzi F,
ktére musza pojawic sie w cyklu Hamiltona. W trakcie dziatania
algorytmu nowe krawedzie s3 dodawane do F.

o Okazuje sie, ze gdy G — F sktada sie wytacznie z (roztacznych) cykli
dtugosci 4 to problem mozna rozwigza¢ wielomianowo. Niech C
bedzie zbiorem takich cykli.

e Miara: p(G) G)|—|F| —|C].
o Jak to dziata:

/YH/\

Zamiast czynnlka pracy )\ 2,2) = =21/2 mamy (3,3) = 21/3
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Mierz i zwyciezaj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2005: (4,2)-CSP.

Problem podobny jak (3,2)-CSP, ale mamy 4 kolory zamiast 3.
e waga zmiennych, ktére maja < 2 dozwolone kolory wp_ = 0.
@ waga zmiennych, ktére maja 3 dozwolone kolory ws = 1.

@ waga zmiennych, ktére majg 4 dozwolone kolory wy = 2 — ¢,
€ = 0.0955.

o Czas: 0(1.3645"1(2=2)m) czyli 0(1.3645") dla (3,2)-CSP oraz
1.8702" dla (4,2)-CSP.
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Inne ciekawe wyniki korzystajace z metody , mierz i

zwyciezaj"

o Najmniejszy zbiér dominujacy O(2%:%1") [Fomin, Grandoni, Kratsch 05]

e Najmniejszy zbidr rozcyklajacy (FVS) O(1.76") [Fomin, Gaspers,
Pyatkin, Razgon 08]

e Bandwidth O*(4.83") [Cygan, Pilipczuk 08]
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Technika: programowanie
dynamiczne (po podzbiorach)
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TSP (Problem komiwojazera)

Problem

Egzemplarz:

Graf petny G =(V ={1,...,n},E={xy : x,y € V. x #y}),
funkcja w : V2 — R.

Problem:

Znalez¢ w G cykl Hamiltona o najmniejszej mozliwej wadze (sumie wag
krawedzi).
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TSP (Problem komiwojazera: algorytm)

Algorytm [Held, Karp 1962]

Dla dowolnego S C V oraz v € V niech T[S, v] bedzie najlzejsza Sciezka,
ktéra

@ Zaczyna sie w wierzchotku 1,
e odwiedza kazdy wierzchotek z § — {v},

@ korczy sie w v.
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TSP (Problem komiwojazera: algorytm)

Algorytm [Held, Karp 1962]

Dla dowolnego S C V oraz v € V niech T[S, v] bedzie najlzejsza Sciezka,
ktéra

@ Zaczyna sie w wierzchotku 1,
e odwiedza kazdy wierzchotek z § — {v},
@ korczy sie w v.
Wéwczas:
o T[{v},v]=w(l,v),
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TSP (Problem komiwojazera: algorytm)

Algorytm [Held, Karp 1962]

Dla dowolnego S C V oraz v € V niech T[S, v] bedzie najlzejsza Sciezka,
ktéra

@ Zaczyna sie w wierzchotku 1,
e odwiedza kazdy wierzchotek z § — {v},
@ korczy sie w v.
Wéwczas:
o T[{v},v]=w(l,v),
o T[S,v]=minees (T[S — {v},x] + w(x,v)).
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TSP (Problem komiwojazera: algorytm)

Algorytm [Held, Karp 1962]

Dla dowolnego S C V oraz v € V niech T[S, v] bedzie najlzejsza Sciezka,
ktéra

@ Zaczyna sie w wierzchotku 1,
e odwiedza kazdy wierzchotek z § — {v},
@ korczy sie w v.
Wéwczas:
o T[{v},v]=w(l,v),
o T[S,v]=minees (T[S — {v},x] + w(x,v)).

@ A wiec tablice T mozna wypetni¢ w czasie O(n?2")
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TSP (Problem komiwojazera: algorytm)

Algorytm [Held, Karp 1962]

Dla dowolnego S C V oraz v € V niech T[S, v] bedzie najlzejsza Sciezka,
ktéra

@ Zaczyna sie w wierzchotku 1,

@ odwiedza kazdy wierzchotek z S — {v},

@ korczy sie w v.

Wéwczas:

T[{v},v] = w(l,v),

T[S, v] = min,ecs 1y (T[S — {v}, x] + w(x, v)).

A wiec tablice T mozna wypetni¢ w czasie O(n?2")
Nastepnie zwracamy min{ T[{2,...,n},j] +w(j,1) : j€{2,..., n}}.)

Problem TSP mozna rozwigzaé w czasie O(n?2") i pamieci O(n2") .
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Liczba chromatyczna

k-kolorowanie

k-kolorowaniem grafu G = (V, E) nazywamy dowolng funkcje
c:V —{l,..., k} taka, ze dla dowolnej krawedzi xy € E, c(x) # c(y).

Liczba chromatyczna

Liczba chromatyczna grafu G nazywamy najmniejsze k takie, ze istnieje
k-kolorowanie G i oznaczamy x(G) .

Egzemplarz:
Graf nieskierowany G = (V, E).

Problem:
Znalez¢ x(G).

tukasz Kowalik (UW) Algorytmy doktadne... Warszawa, 12-13.03.2010 51 / 61



Liczba chromatyczna: algorytm Lawlera

Dla dowolnego grafu G istnieje x(G)-kolorowanie G, w ktérym wierzchotki
pomalowane pewnym kolorem tworza maksymalny zbiér niezalezny.

Algorytm [Lawler 1976]

1: X[@] — 0.

2: for each S C V w porzadku rosnacej mocy, do

x[S] < |S].

4: for each | C S wygenerowanego przez algorytm #MIS(G[S]) do
5: X[S] — min{x[S],1+ x[S — 1]}

6 niezmiennik: x[S] = x(G[S]).
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Liczba chromatyczna: algorytm Lawlera — analiza

Ze wzoru dwumianowego Newtona:

n

3 <Z> 3K/3 = (1 + 31/3)" < 2.4420".

k=0

Ztozono$¢ czasowa

Algorytm Lawlera znajduje liczbe chromatyczna w czasie O(2.4422") i
pamieci O(2"). Wtasciwie, znajduje on liczby chromatyczne wszystkich
podgraféw indukowanych danego grafu.
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3-kolorowanie: algorytm Lawlera

Obserwacja

Mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, czy dany graf jest
2-kolorowalny (DFS).

Algorytm [Lawler 1976]

1: for each / C V wygenerowanego przez algorytm #MIS(G[S]) do
2 if x([G[V —1]) <2 then

3: return “x(G) < 3"

4: return “x(G) > 3".

Whiosek

Powyzszy algorytm sprawdza, czy dany graf jest 3-kolorowalny w czasie
0*(3"/3) = 0(1.4423") i pamieci wielomianowej. (tatwo go przerobic,
zeby zwracat 3-kolorowanie.)

| \

v
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Programowanie dynamiczne po dekompozycji drzewowe;j

Przypomnienie

Wiele probleméw grafowych mozna rozwiaza¢ w czasie O*(c™(¢)), gdzie ¢
jest stata, a tw(G) oznacza szerokos¢ drzewowa wejsciowego grafu G.
(Patrz wykfad Dr. Daniela Marxa).

Np. najliczniejszy zbiér niezalezny mozna znalez¢ w czasie O(2™(%)n).

Twierdzenie [Lipton, Tarjan]

Jesli G jest grafem planarnym o n wierzchotkach, to tw(G) = O(y/n).

Twierdzenie [Fomin, Hgie]

Dla dowolnego € > 0, jesli G jest grafem subkubicznym (o maksymalnym
stopniu wierzchotka 3) i o n > f(¢) wierzchotkach, to tw(G) < ¢ +e.
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Programowanie dynamiczne po dekompozycji drzewowe;j

Whiosek

Najliczniejszy zbiér niezalezny mozna znalez¢é w czasie i pamieci:
e 290" dla graféw planarnych,
o 0*(2"/%) dla graféw subkubicznych.

Podobnie, dla graféw subkubicznych mozemy dosta¢ algorytmy:
o 0*(2"/%) dla problemu MAX-CUT.

e 0*(3"/°) dla problemu minimalnego zbioru dominujacego.
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Technika: Dziel (na wyktadnicza
liczbe egzemplarzy) i zwycieza]
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TSP w pamieci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Ponizszy algorytm znajduje najlzejsza $ciezke prosta od s do ¢ sposréd
sciezek ktére odwiedzaja wszystkie wierzchotki A i zadnych innych. (Jak
zwykle, dla uproszczenia znajdujemy tylko wage najlzejszej Sciezki).

TSP(s, t, A)
Q Jeslis =t zwré¢ 0, jesli s At i A= 10, zwré¢ w(s, t).
@ Wygeneruj wszystkie podziaty A na trzy roztaczne czesci:
V =LU{x}UR, takie ze |L| = [|A —1|/2].
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TSP w pamieci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Ponizszy algorytm znajduje najlzejsza $ciezke prosta od s do ¢ sposréd
sciezek ktére odwiedzaja wszystkie wierzchotki A i zadnych innych. (Jak
zwykle, dla uproszczenia znajdujemy tylko wage najlzejszej Sciezki).

TSP(s, t, A)

Q Jeslis =t zwré¢ 0, jesli s At i A= 10, zwré¢ w(s, t).

@ Wygeneruj wszystkie podziaty A na trzy roztaczne czesci:
V =LU{x}UR, takie ze |L| = [|A —1|/2].
© Dla kazdego podziatu oblicz TSP(s, x, L) + TSP(x, t, R).

Q Zwré¢ najmniejszy z obliczonych wynikéw.
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TSP w pamieci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Ponizszy algorytm znajduje najlzejsza $ciezke prosta od s do ¢ sposréd
sciezek ktére odwiedzaja wszystkie wierzchotki A i zadnych innych. (Jak
zwykle, dla uproszczenia znajdujemy tylko wage najlzejszej Sciezki).

TSP(s, t, A)

Q Jeslis =t zwré¢ 0, jesli s At i A= 10, zwré¢ w(s, t).

@ Wygeneruj wszystkie podziaty A na trzy roztaczne czesci:
V =LU{x}UR, takie ze |L| = [|A —1|/2].
© Dla kazdego podziatu oblicz TSP(s, x, L) + TSP(x, t, R).

Q Zwré¢ najmniejszy z obliczonych wynikéw.
n—1 n—1
ro=o(fuz) 27 ([*7))
["5"] 2
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TSP w pamieci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Ponizszy algorytm znajduje najlzejsza $ciezke prosta od s do ¢ sposréd
sciezek ktére odwiedzaja wszystkie wierzchotki A i zadnych innych. (Jak
zwykle, dla uproszczenia znajdujemy tylko wage najlzejszej Sciezki).

TSP(s, t, A)

Q Jeslis =t zwré¢ 0, jesli s At i A= 10, zwré¢ w(s, t).

@ Wygeneruj wszystkie podziaty A na trzy roztaczne czesci:
V =LU{x}UR, takie ze |L| = [|A —1|/2].
© Dla kazdego podziatu oblicz TSP(s, x, L) + TSP(x, t, R).

Q Zwré¢ najmniejszy z obliczonych wynikéw.

r0=o( o) 27 ([*57])
T(n) <2727 d";lD
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TSP w pamieci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Ponizszy algorytm znajduje najlzejsza $ciezke prosta od s do ¢ sposréd
sciezek ktére odwiedzaja wszystkie wierzchotki A i zadnych innych. (Jak
zwykle, dla uproszczenia znajdujemy tylko wage najlzejszej Sciezki).

TSP(s, t, A)

Q Jeslis =t zwré¢ 0, jesli s At i A= 10, zwré¢ w(s, t).

@ Wygeneruj wszystkie podziaty A na trzy roztaczne czesci:
V =LU{x}UR, takie ze |L| = [|A —1|/2].
© Dla kazdego podziatu oblicz TSP(s, x, L) + TSP(x, t, R).

Q Zwré¢ najmniejszy z obliczonych wynikéw.

r0=o( o) 27 ([*57])

n—1

T(n) <2"2.T <’72-‘) < 2n_2.2n/2'2'2n/4.2 R 22n'2|ogn _ O*(4n)
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TSP w pamieci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Woaga najlzejszego cyklu Hamiltona jest réwna

Jj=2,...,n

TSP mozna rozwigza¢ w czasie O*(4") i pamieci wielomianowe;.

Nikt nie umie lepiej, chyba ze wagi sa ograniczone (np. przez wielomian).
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

Rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu G = (V, E). Wtedy:

Q@ V=hUhU---Ul, gdzie |; s zbiorami niezaleznymi.
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

Obserwacja

Rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu G = (V, E). Wtedy:
Q@ V=hUhU---Ul, gdzie |; s zbiorami niezaleznymi.
@ Bez straty ogélnosci najwiekszy zbiér /i« jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym.
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

Rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu G = (V, E). Wtedy:
Q@ V=hUhU---Ul, gdzie |; s zbiorami niezaleznymi.
@ Bez straty ogélnosci najwiekszy zbiér /i« jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym.

© Pozostate zbiory mozna podzieli¢ na 2 rodziny, z ktérych kazda
pokrywa < |V/|/2 wierzchotkow.
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

Rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu G = (V/, E). Wtedy:

Q@ V=hUhU---Ul, gdzie |; sa zbiorami niezaleznymi.

@ Bez straty ogélnosci najwiekszy zbiér /i« jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym.

© Pozostate zbiory mozna podzieli¢ na 2 rodziny, z ktérych kazda
pokrywa < |V/|/2 wierzchotkéw.
(Doktadamy zbiory az suma ich elementéw przekroczy |V|/2. Wtedy
wyjmujemy ostatni zbior /,. Poniewaz |/y| < |/j<| to suma elementéw
pozostatych zbioréw jest mniejsza niz |V|/2.)
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

Obserwacja
Rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu G = (V, E). Wtedy:
Q@ V=hUhU---Ul, gdzie |; s zbiorami niezaleznymi.
@ Bez straty ogélnosci najwiekszy zbiér /i« jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym.

© Pozostate zbiory mozna podzieli¢ na 2 rodziny, z ktérych kazda
pokrywa < |V/|/2 wierzchotkow.

Algorytm

O Dla kazdego z 3"/ kandydatéw | na zbiér li= ...
@ Dla kazdego podziatu V — [ na czesci A, B rozmiaru < |V/|/2 kazda,
(3] Rekurencyjnie oblicz x(G[A]), x(G[B])

A\
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

Obserwacja
Rozwazmy dowolne k-kolorowanie grafu G = (V, E). Wtedy:
Q@ V=hUhU---Ul, gdzie |; s zbiorami niezaleznymi.

@ Bez straty ogélnosci najwiekszy zbiér /i« jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym.

© Pozostate zbiory mozna podzieli¢ na 2 rodziny, z ktérych kazda
pokrywa < |V/|/2 wierzchotkow.

Algorytm

O Dla kazdego z 3"/ kandydatéw | na zbiér li= ...

@ Dla kazdego podziatu V — [ na czesci A, B rozmiaru < |V/|/2 kazda,
(3] Rekurencyjnie oblicz x(G[A]), x(G[B])

Q zwré¢ najmniejsza sposréd sum 1 + x(G[A]) + x(G[B]).

A\
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

T(n) <3"3.2".T(n/2) = O((2-3"%)?") = 0(8.33")
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

T(n) <3"3.2". T(n/2) = O((2-3'%)?") = 0(8.33")

Liczbe chromatyczng mozna znalez¢ w czasie O(8.33") i pamieci
wielomianowe;.
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Liczba chromatyczna w pamieci wielomianowej [B,H 2005]

T(n) <3"3.2". T(n/2) = O((2-3'%)?") = 0(8.33")

Liczbe chromatyczng mozna znalez¢ w czasie O(8.33") i pamieci
wielomianowe;.

Mozna lepiej, duzo lepiej: O(2.24"). Jak? Dowiemy sie w maju.
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