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Algorytmy stochastyczne

Zakladamy, ze zadanie dla algorytmu pochodza
z uniwersum U, na ktérym zadany mamy

rozklad prawdopodobienistwa 77 : U — |0, 1].

Dane wejSciowe w generowane sa poprzez
k’krotne niezalezne losowanie z 7r.

Interesuje nas oczekiwany koszt algorytmu.




Algorytmy stochatyczne

Mozemy rozwazac rézne wersje algorytmow:

2-etapowe problemy — algorytm otrzymuje w
jako catos¢, jednak moze zawczasu wykupic
czeSC rozwiazania taniej,

problemy online — w moze by¢ ujawniana
element po elemencie,

problemy uniwersalne — algorytm otrzymuje w
jako catos¢, ale zawczasu musi przygotowacd
uniwersalne rozwiazanie.
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Wspotczynnik aproksymacii

Naszym celem jest minimalizacja oczekiwanego
kosztu algorytmu.

Dlatego definiujemy wspo6iczynnik
kompetytywny algorytmu jako:
E

ALG(w,1)]
R E ALG — C(JG?Tk,T[ )
AL = mam o)

gdzie:
» 7 0znacza losowe wybory algorytmu.

s OPT(w) koszt optymalnego rozwiazania
(offline).




Algorytmy uniwersalne

W algorytmach uniwersalnych,
wprowadzonych przez Jia et al. [STOC "05],
musimy zawczasu przypisac elementy e € U
rozwiazaniom S(e) je spetniajacym

Rozwiazanie dla danych wejSciowych w jest
dane jako:

S(w) = UeewS(e).
A jego koszt to:
c(S(w)) = c(UeewS(e)):




Algorytmy uniwersalne

Naszym celem jest znalezienie funkcji S takiej,

ze S(w) jest zawsze maksymalnie blisko kosztu
optymalnego rozwiazania dla w.

Chcemy mimalizowac¢ uniwersalny
wspOlczynnik aproksymacgji:

UAPX(S) = max c(ccgi(Twc)u))y




Algorytmy uniwersalne

Algorytmy uniwersalne moga sie nam przydac
gdy:
s chcemy zaplanowac¢ uniwersalna trase TSP,

» chcemy zaplanowac uniwersalny siec¢
komunikagji,

s chcemy skomunikowac sie¢ sensorOw o mafle;
pamiecl.

Rozwiazanie jakie konstruujemy jednoczesnie
aproksymuje wszystkie mozliwe przypadki.




Stochastyczne algorytmy apr.

Zazwyczaj w uniwersalnych stochastycznych
problemach elementy z U sa wybierane do w
niezaleznie zgodnie z rozkladem 7.

Ey[c(S(w))]

ROE(S) = E,[c(OPT(w))]

Ze wzgledu na koncentracje Sredniej algorytmy
te sa bardzo podobne do algorytmow online dla
ustalonego k.




Twierdzenie 1 (Drzewo Steinera) Istnieje uniwersalny
algorytm stochastyczny dla problemu drzewa Steinera taki,
ze RoE = O(1).

Ponownie wynik takze jest prawdziwy dla problemoéw

addytywnych.

Twierdzenie 2 Istniejq uniwersalne algorytmy
stochastyczne dla probleméw lasu Steinera, lokalizacji
fabryk, oraz pokrycia wierzchotkowego takie, ze

RoE = O(1).



Uniwersalne pokrycie zbiorami

Instancja problemu uniwersalnego pokrycia
zbiorami jest tréjka (U, C, c), gdzie:

s U = {ey,...,e,} zbiér podstawowy,

s C=1{5,...,5,} kolekcja podzbioréow U,

n ¢ : C — R7 to koszty zbioréow.

Rozwiazaniem jest funkcja S : U — C taka, ze
e € f(e) dla kazdego e € U.




Uniwersalne pokrycie zbiorami

Rozwazmy nastepujacy algorytm:

D = Q;
while D # U do

znajdz zbiér S minimalizujacy c(S)

N
dla kazdego e € S — D przypisujemy S(e) = S;

 D=DUS;
ZWIoC S;

Utamek —= nazywamy efektywnoscia zbioru S.




Uniwersalne pokrycie zbiorami

Twierdzenie 3 (Jia et al. "05) Powyzszy algorytm
generuje rozwiqzanie S o wspotczynniku

UApx(S) = O(y/nlogn).

Niech S bedzie dowolnym podzbiorem U oraz
nich s = |S|.

Rozwazymy dwa przypadki:
s w ktorym S nalezy do C,

s gdy S nie nalezy do C.




Uniwersalne pokrycie zbiorami

W pierwszym przypadku niech k bedzie liczba iteracji
algorytmu oraz nich Sy, Sy, ..., Sy beda wybranymi
zbiorami.

Dla zbioru S; niech N; (oraz n;) oznacza liczbe
elementow z U (badz S) przypisana do S; przez S.

To znaczy:
Ni=|{ee U: f(e) = Si}|,
n; = {6 €S :f(e) - Sz}|




Uniwersalne pokrycie zbiorami

Poniewaz S jest tez rozwazane w kazdej iteracji to:

c(S;) c(S)
v/N; = VS—Mn —...—niq

Korzystajac z tej nierOwnosci otrzymujemy:

c(S1) +¢(Sy) + ...+ c(Sk) -
c(S) -

VN VN Vi

Vs s—m T \fs—n1—...—m_




Uniwersalne pokrycie zbiorami

< V1 x O0(VIns) < O(Vnlnn).

Gdzie skorzystaliSmy z nieréwnosci Schwarza.



Uniwersalne pokrycie zbiorami

Przejdzmy teraz do przypadku gdy S & C.

Niech 54, Sy, ..., Sk bedzie optymalnym
pokryciem S.

Z pierwszego przypadku wiemy, ze dla
kazdego z tych zbiorow zachodzi

c(£(S;)) < O(vnlnn)c(S;).

A zatem

c(£(5)) < Y e(£(S:) < O(VnInn) Yc(Sy)

i




Uniwersalne pokrycie zbiorami

Twierdzenie 4 (Jia et al. '05) Istnieje n-elementowa
instancja dla uniwersalnego problemu pokrycia zbiorami dla

ktorej kazde rozwigzanie ma wspotczynnik UApx = Q(/n).

Niech g bedzie dowolna liczba pierwsza pomiedzy
V/n/21+/n, ktérej istnienie wynika z postulatu
Bertranda.

Elementy U to g* par (x,y) takich, ze x i y naleza do
skonczonego cata Z,.

Do U wlaczamy takze n — g* elementow ey, ..., e, .

n—q



Uniwersalne pokrycie zbiorami

Kolekgcje C tworza zbiory:

Sape ={(xy)elU:xe€Z,y="Pc(x)},

gdzie a,b,c € Z; oraz P, j(x) = ax* + bx + c jest
wielomianem nad Z, jednoznacznie zwiazanym ze
zbiorem S, p ..

Poniewaz a,b, ¢ € Z, to dostajemy w ten sposéb 4°
roznych zbioréw.

Wtaczamy do C takze zbiér Sg = {e; : 1 <i <n—g°}.
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Uniwersalne pokrycie zbiorami

Niech S bedzie dowolnym rozwiazaniem.

Poniewaz g* = |U| < |C| = g° to wiemy, Ze co najmniej
jeden z S, ; . nie jest w obrazie S.

Poniewaz wielomiany stopnia 2 nie maja wiecej niz 2
punkty przeciecia, to takze zbiér S, ;, . ma co najwyzej
dwa elementy wspoélne z innymi zbiorami z C.

Do pokrycia S, ;, . wystarczy jeden zbior, a S potrzebuje
do tego co najmniej 5 = ()(\/n) zbioréw.



Stochastyczne pokrycie zbiorami

W przypadku stochastycznego pokrycia zbiorami:

» mamy dane n-elementowe uniwersum U,

s kolekcje C podzbiorow U wraz z funkcja
kosztuc:C — RT,

s rozklad prawdopodobienistwa 7t jest
rozkladem jednostajnym,

» sekwencja elementow do pokrycia ey, e, . ..

jest otrzymana poprzez niezalezne losowanie
Z TT.




Stochastyczne pokrycie zbiorami

Problem dla rozkladow niejednostajnych
mozemy przetransformowac w standartowy
sposob do problemu z rozkladam jednostajnym
O rozmiarze n“ razy wiekszym.

Element o prawdopodobieristwie 7t
zamieniamy na 7tn® elementow.

Tracimy w ten spos6b tylko - przypadkéw na
ktorych musimy skonstruowac rozwiazanie nie
gorsze niz n" razy.




Stochastyczne pokrycie zbiorami

W przypadku uniwersalnym konstruujemy
funkcje S minimalizujaca RoE.

W przypadku online chcemy przetwarzac
zadania bez wiedzy o przysztosci.

Algorytm uniwersalny zadaje zawsze algorytm
online o takim samym RoE.

Nasze rozwigzanie w kroku t to S(ey, ..., ),
ktore generuje nieodwracalne decyzje.




Algorytm uniwersalny

Rozwazmy najpierw przypadek gdzie
wszystkie zbiory waza 1.

Pokazemy, ze mozna uzy¢ standardowego
algorytmu zachtannego do konstrukcji S.

while U # @ do

niech S bedzie zbiorem z C
maksymalizujacym [S N U |;

niech S(v) = S dla kazdegov € SN U ;
T U=U\S;




Wyniki

Twierdzenie 5 Funkcja S jest uniwersalna dla
stochastycznego niewazonego problemu pokrycia

wierzchotkowego 0 RoE = O(log mn).

W przypadku niestochastycznym dla

najlepszego rozwiazania RoE = O(/n) (Jia et
al. "05).

W przypadku online najlepsze rozwiazanie jest
O (log nlog m) kompetytywne (Alon et al. "03).




Algorytm uniwersalny

Ustalmy dlugos¢ sekwencji wejSciowej na k oraz niech
u=E_ . ;x||OPT(w)|] oznacza oczekiwany koszt
rozwiazania optymalnego.

Lemat 6 (Istnienie malego prawie pokrycia) Istnieje
2u zbioréw w C, ktore pokrywaja wszystkie oprocz co

najwyzej én elementéw z U, dla § = p282",

Algorytm zachlanny znajduje 2y log n zbioréw
pokrywajacych U bez on elementow.

Do pokrycia pozostalych elementow potrzebujemy
on X % = 3u In2m zbiorow.



Algorytm uniwersalny

Mamy n* mozliwych sekwencji i co najmniej w

1

5 z nich koszt optymalnego pokrycia

wierzchotkowego wynosi mniej niz 2.
Mamy co najwyzej p < (2m )2 = #In2m
kolekgqji C; skladajacych sie z 2y zbiorow.

Zatbzmy przez sprzecznos¢, ze wszystkie C;
pokrywaja mniej niz n(1 — §) < ne™ = "¢
elementow.




Algorytm uniwersalny

Dla kazdej sekwencji elementy moga zostac
wybrane z ktorejs kolekgji C;, dlatego:

p 1 .

|Ci|k Z —n .
216 =23

Tak wiec:

> —e ,

2uln2m ( JInn—o k 1 kinn
e e 5

!

82]4 In2m+klnn—o ~ ;

eklnn.




Algorytm uniwersalny

1
2

_ 1
eZ;tanm ok > E

eZy In2m+klnn—o ~ klnn.

e

B 1
e uln2m > Z

2

Alem > 1oraz y > 1, tak wiec otrzymujemy
Sprzecznosc:

% _ e—an > e—yanm.




Algorytm uniwersalny

Ostatecznie otrzymujemy, ze do pokrycia wszystkich

zbiorOéw potrzeba

» 21 log n zbioréw pokrywajacych U bez dn
elementow,

mOn X % = 3u In2m zbioré6w do pokrycia pozostalych

elementow.
suma to 2u logn + 3uln2m = O(log(nm)) x wu.

Twierdzenie 7 Istniejq wartosci m i n takie, ze dla kazdej
S dla niewazonego uniwersalnego stochastycznego pokrycia

: : . log m
zbiorami mamy RoE = () (log Tog m__Tog logn) .



Algorytm uniwersalny

Luke miedzy dolnym i gébrnym ograniczeniem
mozemy wypelni¢ poprawiajac nie znaczenie
algorytm.

Twierdzenie 8 Dia m > n, istnieje algorytm dla
niewazonego uniwersalnego stochatycznego pokrycia

zbiorami dla ktérego RoE = O (1oglog1n(;g— 'ﬁ)glogn).

Klasyczne dolne ograniczenie ()(log n) nadal
obowiazuje.



Algorytm uniwersalny z wagami

Powyzszy wynik mozemy uogolni¢ do
problemu z wagami.

Twierdzenie 9 Dla zadanego k istnieje
uniwersalny stochastyczny algorytm dla pokrycia
zbiorami dla ktérego RoE = O(log mn).

W modelu niezaleznej aktywacji znamy k ze
wzgledu na koncentracje.

Lemat 10 W przypadki gdy k jest nieznane dla
kazdego algorytmu RoE = Q) (\/n).




Algorytm online

Tak jak w przypadku drzewa Steinera online
mozemy tutaj zastosowac technike skalowania
oczekiwanego kosztu rozwiazania.

W kazdej skali zwiekszamy koszt dwa razy, tak
aby ostatni z nich dominowat caty ciag.

Twierdzenie 11 Istnieje algorytm online dla
stochastycznego pokrycia zbiorami taki, ze

RoE = O(log mn).




Algorytm uniwersalny z wagami

Zat6zmy na chwile, ze algorytm zna E [c(OPT)].

while U # @ do

niech S bedzie zbiorem z C

. . . . c( S ) ]
minimalizujacym =7

| ;EW% > 64E[7(L§|) PUl to niech S bedzie
zbiorem z S minimalizujacym ¢(S);

S(u) = Sdlakazdegou € SNU ;

U~ U\S;

usuni z C zbiory S dla ktorych U NS = O ;

jezeli




Algorytm uniwersalny z wagami

Zauwazmy, ze algorytm poréwnuje E [c(OPT)] tylko z
(8)-1u]
SNU|

utamkiem - dla r6znych zbioréw S.

Utamek ten moze przyjaé co najwyzej n°m réznych
wartosci i dlatego algorytm moze wygenerowac co
najwyzej n’m + 1 ré6znych funkgji {S; }".

Generujemy wszystkie S i wybieramy to o
minimalnym oczekiwanym koszcie:

E [c(S)] = Lsecc(S) - PrlonS™H(S) # @),
gdzie S™'(S) to przeciwobraz S € C.



Algorytm uniwersalny z wagami

W kazdej iteracji algorytmu wybieramy albo:

m zbiOr 0 najlepszym wspolczynniku kosztu do liczby
pokrywanych elementéw — zbior Typu I,

» badz najtaniszy zbidr pokrywajacy co najmniej jeden
element — zbior Typu II.

Trzeba zaznaczy¢, ze U zmienia sie w kazdym kroku,
mozemy wiec na zmiane wybiera¢ zbiory typu I lub II.

Obydwa typy zbioré6w sa konieczne do poprawnego
dziatania algorytmu.



Algorytm uniwersalny z wagami

Zacznijmy od ograniczenia kosztu zbiorow typu I, co
mozemy uczynic przy uzyciu standardowej analizy
techniki zachtannej.

Lemat 12 Koszt zbioréw I typu wybranych przez algorytm
wynosi O(logn) - E [c(OPT)].

Niech Sy, ..., S, beda zbiorami typu I wybranymi
przez algorytm w tej kolejnosci.

Co wiecej, niech U; oznacza zbior nieprzykrytych
elementOw zaraz przed wybraniam S;.



Algorytm uniwersalny z wagami

Poniewaz algorytm wybrat zbi6r typu I to:

64 E[c(OPT)]
c(Si) < [SinUil=—mg—

Tak wiec catkowity koszt zbioréw S; mozemy
ograniczyC przez:

/ 64|S.NUL| x E[c(OPT)]
Yioqc(Si) < Xig oA <

S.NU,
< 64E[c(OPT)]- Li_, &0 oy <

< 64E [c(o )] Y1

co wynosi co najwyzej 64E [c(OPT)| In n.



Algorytm uniwersalny z wagami

Przejdziemy teraz do oszacowania oczekiwanego
kosztu zbioré6w wybranych w drugim etapie.

Niech Sy, ..., S, oznacza zbiory typu Il wybrane przez
algorytm w tej kolejnosci.

Zauwazmy, ze zbiory te wybierane sa ze wzgledu na
koszt, a wiec ¢(S;) < ¢(S;+1) dlakazdego1 <i < /¢ —1.

Pomyst na dowdd jest taki aby podzieli¢ wazony
problem na podproblemy niewazone i dla kazdego
niewazonego podproblemu uzy¢ znanej juz techniki.
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Algorytm uniwersalny z wagami

Niech U; oznacza zbidr niepokrytych elementow
chwile przez wybraniem S;.

Oznaczmy n; = |U;| oraz niech k; = nZ% bedzie
oczekiwana liczba elementow wylosowanych z Us.

Oznaczmy przez w; podsekwencje w otrzymana przez
wybranie tylko elementow z U;.

Niech OPT]|,, bedzie pokryciem zbiorami
otrzymanym poprzez wziecie dla kazdego u € w;
najtaniszego zbioru z OPT = OPT, zawierajacego u.
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Algorytm uniwersalny z wagami

Analogicznie do przypadku niewazonego mozemy
pokaza¢ nastepujacy lemat.

Lemat 13 Dla kazdego i € {1,...,¢}, jezeli k; > 8log2n
to ki < 16E [|OPT|,, || log m.

Lemat 14 Istnieje 2y zbiorow w C, ktére pokrywajq

wszystkie oprocz co najwyzej on elementéw z U, dla
3In2m

0 =u .

Oczekiwana liczba elementow nieprzykrytych
< n x & =2y 0 k= 4310 2m.




Algorytm uniwersalny z wagami

Lemat 15 Dla kazdego 1 <1 < /,

c(Si)E [|OPT|y,,,|] < E |[c(OPT|y,,,)]
Zbidr S;y1 jest najtariszym zbiorem pokrywajacym
elementy z U4 1.

Tak wiec ¢(S;+1) jest dolnym ograniczenem na koszt
zbioréw w OPT|,, ;.

Z definicji algorytmu ¢(S;) < ¢(Sit1), czyli:
c(5i)|OPT|w, ., | < ¢(Si41)|OPT|w,,,| < c(OPT|,,..).



Algorytm uniwersalny z wagami

Lemat 16 Dla kazdego1 <1 </,
c(Si) (E[|OPT|y,|] — E ||OPT|w.,1] )
< E[c(OPT|y,)] — E [c(OPT|w..,)] -
Liczba zbiorow OPT uzyta do pokrycie elementow z
U; \ Ui+ wynosi |OPT|,| — |OPT|y, |

Do pokrycia tych elementéw OPT musi zaptaci¢ co
najmniej c(S;), tak wiec:

c(5i)(|OPT|y;| = [OPTlw,,[) < c(OPTly,) —c(OPTl,,,).
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Algorytm uniwersalny z wagami

Mozemy teraz ograniczy¢ koszt zbiorow typu II:

Lemat 17 Oczekiwany koszt zbiorow drugiego typu
wybranych przez algorytm jest ograniczony przez

O(logmn) E [c(OPT)].

Zbiorami drugiego typu byly zbiory
51,52,...,5¢.

Niech ks 1 = 0 oraz ¢(Sp) = 0 dla wygody
notagji.




Algorytm uniwersalny z wagami

Lemat 18 Dla kazdegoi € {1,...,¢}, jezeli k; > 8log 2n
to k; < 16E [|OPT]|,,|] log m.
Niech j bedzie takie, ze k; > 8log2n ale k; 1 < 8log 2n.

Oczekiwana liczba elementow wylosowanych z U;;
wynosi co najwyzej 8log 2n.

Kazdy z tych elementow jest pokryty zbiorem nie
kosztujacym wiecej niz zbiér wybrany w OPT.

Dlatego koszt uzytych zbioréw S;1,..., 5/ jest
ograniczony przez 8log2n E [c(OPT)].



Algorytm uniwersalny z wagami

Natomiast koszt zbioréw 5y, ..., 5; wynosi:

iC(SZ’)PI‘[w fa (SZ A LL-) 7 @] <



Algorytm uniwersalny z wagami



Algorytm uniwersalny z wagami

= 16logm - (c(S.)E {|OPT|w].+1|} +
+2c ) (E [|OPT|w,|] — E [|OPT]o, . ] )) -
< 16logm-( (OPTlw,,)| +

+Z( c(OPTly,)] — E[c(OPTly,,,)])) =

= 16E [c(OPT]|,, )] logm = 16E [c(OPT)| log m.



Algorytm uniwersalny z wagami

OtrzymaliSmy wiec nastepujace ograniczenia:
m zbiory I typu kosztuja nie wiecej niz

¢+ 64E [c(OPT)|Inn.
m zbiory II typu kosztuja nie wiecej niz

¢+ 8log2n E [c(OPT)] za Si41,..., Sy,

¢ 16E [c(OPT)|logm za Sy,...,S;.

OtrzymaliSmy wiec:
Twierdzenie 19 Dla zadanego k istnieje uniwersalny
stochastyczny algorytm dla pokrycia zbiorami dla ktérego

RoE = O(log mn).



Niemetryczna lokalizacja fabryk

Wynik ten mozemy uogolni¢ na problem nie
metrycznej lokalizacji fabryk.

Twierdzenie 20 Dla znanego k istnieje stochastyczny
uniwersalny algorytm dla problemu niematrcznej lokalizacji

fabryk taki, Ze RoE = O(log mn).
Dla algorytmu nie znajacego k musi by¢ RoE = Q(y/n).

Twierdzenie 21 Istnieje algorytm online dla
stochastycznego problemu niemetrycznej lokalizacji fabryk

taki, ze RoE = O(log mn).
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