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s Boosted sampling:
¢ drzewo Steinera,
¢+ problemy addytywne:
- lokalizacja Fabryk,
. las Steinera.

s Metoda prymalnodualna:
¢+ pokrycie wierzchotkowe.




Boosted sampling

Technika boosted sampling zostata
zaproponowana przez Gupta’e, Pal’a, Ravi‘ego 1
Sinha’e "04.

Technika moze zosta¢ uzyta do problemow
addytywnych dla ktorych istnieje
aproksymacyjny algorytm deterministyczny
spelniajacy pewne zalozenia o podziale kosztow.




Stochastyczne drzewo Steinera

Rozwazac bedziemy stochastyczny problem
ukorzenionego drzewa Steinra, w ktorym:

» mamy dany graf G = (V, E) z zadanym korzeniu r,

» oraz rozklad prawdopodobienstwa na zbiorach
terminali,

s mozemy wykupi¢ krawedzie w 1’'wszym etapie
placac c,,

» badZ po zrealizowaniu zbioru terminali A ptacac c2.

Naszym celem jest polaczenie terminali z korzeniem.



Stochastyczne drzewo Steinera

Nie jest znany zaden algorytm zaakraglajacy
dla tego problemu.

Bedziemy zaktadag, ze ¢ = Ac,, dla
catkowitego A.

Co wiecej zakladamy, ze G jest pelny i
metryczny.

W przeciwnym przypadku mozemy naj-
pierw policzy¢ najkrotsze Sciezki miedzy
wszystkimi parami wierzchotkow.




Boosted sampling

Algorytm boosted sampling jest bardzo prosty:

1. wylosuj A probek Ay, ..., Ay mozliwych
scenariuszy,
2. rozwigzaniem dla 1’ego etapu bedzie

minimalne drzewo Steinera Alg; dla
wierzchotkéw z S = | J; A;,

3. podiacz zrealizowany zbior klientow T przy
pomocy minimalnego drzewa rozpinajacego
w G ze Sciagnietym Alg; do wierzchotka.




Boosted sampling

Algorytm boosted sampling jest bardzo prosty:

1. wylosuj A probek Ay, ..., Ay mozliwych
scenariuszy,
2. rozwigzaniem dla 1’ego etapu bedzie

minimalne drzewo rozpinajace Alg; dla
wierzchotkéw z S = | J; A;,

3. podiacz zrealizowany zbior klientow T przy
pomocy minimalnego drzewa rozpinajacego
w G ze Sciagnietym Alg; do wierzchotka.

Minimalne drzewo rozpinajace jest 2
przyblizone wzgledem drzewa Steinera.




Boosted sampling

PrzejdZzmy do analizy kosztu algorytmu.

Dla zbioru F niech ¢(F) oznacza catkowity koszt

Y e € Fc,.

Niech Z* bedzie optymalnym kosztem

algorytmu 2-etapowego.

/F = C(Opt[) + Ercy

Ac(Opt(T))),

gdzie Optr i Opt;l to decyz;

optymalnego.

e algorytmu



Boosted sampling

ZastanOwmy sie ile kosztuje polaczenie wierzchotkow
wT.

Mozemy je polaczy¢ uzywajac Opt; + U, Optr(A;).

Poniewaz kazde A; jest wygenerowane zgodnie z
rozkladem, mozemy zapisa¢ wartos¢ oczekiwana tego
kosztu jako:

c(Optr) + AErcy[c(Optu(T))],
Poniewaz uzywamy algorytmu 2-aprosksymacyjnego
to nasz koszt w 1’'wszym etapie wynosi 2Z*.



Boosted sampling

Zajmijmy sie teraz oszacowaniem kosztu
drugiego etapu.

Rozwazmy minimalne drzewo rozpinajace dla
SUT.

Skierujmy wszystkie krawedzie w tym drzewie
do r.

Dla kazdego wierzchotka j niech e(j) bedzie
pierwsza krawedziq na Sciezce do korzenia (tzn.
Sciezka do nastepnego wierzchotka).




Boosted sampling

Przypiszmy c(e(j))/2 do kazdego wierzchotka
jeSUT —Ar}.

Catkowity przypisany w ten sposob koszt to
polowa kosztu minimalnego drzewa
rozpinajacego.

Z drugiej strony koszt ten jest nie wiekszy niz
koszt optymalnego drzewa Steinera dla SU T.




Boosted sampling

Algorytm w 2’gim etapie konstruuje drzewo
Steinera dla T U |Ji, A;.

Zauwazmy, ze miedzy tymi A + 1 zbiorami jest
pelna symetria.

Mozemy je wygenerowac najpierw losujac A + 1
zbiorOéw a nastepnie wybrac¢ losowo z
rozkladem jednostajnym jeden aby byt T.




Boosted sampling

Mozemy teraz spojrze¢ na calkowity koszt drzewa

jako na sume kosztéw c(e(j)) dla wierzchotkow
wybranych w tych A + 1 drzewach.

Niektore wierzchotki moga by¢ wybrane wiecej niz raz
i wtedy przypisujemy c(e(j)) do jednego z nich
wybranego losowo.

Mozemy teraz zauwazy¢, ze ze wzgledu na losowy
wybor T:

jeT—S



Boosted sampling

Rozwazmy teraz drzewo Steinera 7 dlaTU S
uformowane przez krawedzie:

A
Optl U Optn U U OPtH(Ai).

i=1
Z podobnych powodéw co poprzednio otrzymujemy:

Elc(7)] < c(Opt;) + (A+1)E[c(Opt(T))| < %Z*.

Tak wiec optymalne drzewo Steinera na S U T kosztuje
nie wiecej niz A1 Z*.



Boosted sampling

Oczekiwany koszt 2’iego etapu wynosi:

1

A+ Y cle(f))

jESUT

2 A4+1_, 27

Z*

— A

1 A A

Catkowity koszt algorytmu wynosi, wiec
27"

27+ A X

A

= 47",

AN



Boosted sampling

Theorem 1 (Gupta, Pal, Ravi i Sinha "04)
Algorytm boosted sampling jest
4-aproksymacyjnym algorytmem dla 2-etapowego
problemu drzewa Steinera w modelu czarnej
skrzynki.

Idea tego algorytmu jest probkowanie kazdego
scenariusza z prawdopodobienstwem Ap 4, po
to aby wzia¢ pod uwage przyszty wzrost
kosztow.

Zaskakujace jest jednak to, ze w tym celu
potrzeba tylko A probek.




Problemy addytywne

Technika boosted sampling moze zostaé
zastosowana do szerszej gamy problemow.

Niech U bedzie uniwersum zadan, oraz niech X
bedzie zbiorem elementéw ktore mozemy
zakupic.

Niech tak jak poprzednio c¢(F) dla F C X
oznacza sumaryczny koszt elementéw w F.

Niech Sol(S) C 2% oznacza zbér mozliwych
rozwiazan dla S.




Problemy addytywne

W przypadku deterministycznym naszym
zadaniem jest dla danego S wybrac¢ element
Sol(S) o minimalnym koszcie; niech OPT(S)
oznacza koszt tego optymalnego rozwiazania.

Powiemy, ze problem jest addytywny jezeli dla
dwo6ch danym zbioréw zadani Si S’ oraz
rozwigzania dla nich F i F' zbér S U S’ definiuje
poprawny zbiér zadan oraz F U F' jest dla niego
poprawnym rozwiazaniem.




Problemy addytywne

W przypadku stochastycznego addytywnego
problemu 2-etapowego:

» mamy dany rozklad prawdopodobieristwa na
zbiorach zadan,

» mozemy w 1’'wszym etapie kupic¢ elementy
e € X W cenie C,,

m po zrealizowaniu sie scenariusza mozemy
wykupi¢ elementy e € X w cenie Ac,.




Problemy addytywne

Powiemy, ze a-aproksymacyjny algorytm A
pozwala na B-Scisty mechanizm dzielenia kosztow
jezeli istnieje funkcja & : 2Y x U — R, taka, ze
dla kazdego S, T C U, SN U = ©:

n ((S,u) =0dlau ¢S,

" Y ues G(S,u) < c(OPT(S)),

m istnieje procedura Aug 4, ktoéra rozszerza
A

rozwiazanie A(S) do rozwiazania z Sol(SU T)
generujac koszt

c(Auga(S,T)) <BY E(SUT,u).

ueTl




Problemy addytywne

Latwo jest zauwazy¢, ze w przypadku drzewa
Steinera minimalne drzewo rozpinajace
pozwala na B-$cisty mechanizm dzielenia
kosztow.

Minimalne drzewo rozpinajace jest 2
przyblizone a wiec o = 2.

Koszty c(e(j))/2 jakie zdefiniowaliSmy dla
drzewa daja mechanizm dla f = 2.




Problemy addytywne

Algorytm boosted sampling dla problemow
addytywnych:

1. wylosuj A probek Dy, ..., D)y mozliwych
scenariuszy, niech D = |J; D;,

2. uzywajac algorytmu A skonstruuj
a-aproksymacyjne rozwiazanie pierwszego
stopnia Fy € Sol(D),

3. podiacz zrealizowany zbior klientow S
uzywajac procedury Aug .




Problemy addytywne

Theorem 2 (Gupta, Pal, Ravi i Sinha "04)
Algorytm boosted sampling jest

(a« + B)-aproksymacyjnym algorytmem dla
2-etapowych problemow addytywnych w modelu
czarnej skrzynki.

Dowdd tego twierdzenia przeprowadzimy w
analogiczny sposob jak to miato miejsce w
przypadku drzewa Steinera.




Problemy addytywne

Niech F; bedzie rozwigzaniem optymalnym dla
1’ego etapu, oraz niech F; bedzie rozwiazaniem
optymalnym dla zrealizowanego zbioru zadan
S w drugim etapie.

Koszt optymalnego rozwiazania wynosi:
Z' = c(F) + ¥ pshe(ES).
S

Zdefiniujmy Z; = c¢(F}) oraz Z = Y ¢ psAc(FZ).




Problemy addytywne

Zdefiniujmy Fy = Ff UFj, UFj U...UF}, . Jest
to poprawne rozwiazanie dla D i:

Poniewaz uzywamy algorytmy
x-aproksymacyjnego to c¢(Fy) < ac(Fy) < aZ*.




Problemy addytywne

Zajmijmy sie teraz drugim etapem.

Niech S bedzie zrealizowanym zbiorem zadan,
oraz niech Fs bedzie wynikiem dziatania Aug
takim, ze Fy U Fs € Sol(S).

Potrzebujemy ograniczy¢ oczekiwany koszt
AE|c(Fs)].

Z istnienia B-Scistej funkcji ¢ wynika, ze
C(Fs) < ‘Bg(D U S,S — D)




Problemy addytywne

Wylosujmy A + 1 zbioréw Dy, ..., D, 1 zgodnie
z rozkladem.

Wybierzmy K z rozkladem jednostajnym z
{1,2,...,0+ 1} i zdefinujmy:

S=Dx oraz D= Uﬁi.
i#K

Ten proces losowania jest zbiorow daje ten sam
wynik, co wybor zbiorow w algorytmie,
poniewaz kazdy zbior wybrany jest w sposob
niezalezny.




Problemy addytywne

Zdefiniujmy D jako sume wszystkich D; oraz
D_; jako sume Urzi D;.

Z wilasnosci funkgji ¢ otrzymujemy:

ZE(A/Di— D_;) < c(OPT(

Poniewaz K jest wybrane losowo to:

EX[E(D, Dx — D x)] < 5 ¢(OPT(I




Problemy addytywne

Poniewaz ten dwa procesy generowania
zbiorOw sa identyczne to:

Ep;s|¢(DUS,5—=D)] = Epk|¢(ID, Dk =D ¢)] <

1 A
< —E¢ PT
< 1 Eple(OPT(

Aby zakonczy¢ dowod pokazemy ograniczenie:
. A+1

Eplc(OPT(D))] < ——Z2".




Problemy addytywne

PaN

Poprawne rozwiazanie do ID moze by¢ ze
wzgledu na addytywnos¢ otrzymane jako:

F,=F UF; UF; U...UF;

Diyr
Mamy wiec:
A+1
Ep[c(OPT(ID))] < c(F) + Z;, Ep,lc(Fp,)] <

1

) 75 A+1,_. . A+1

/7",
A




Problemy addytywne

OtrzymaliSmy wiec nierOwnosc:
Eps[Z(DUS,S — D)] < %z*.
Poniewaz nasz algorytm Aug 4 jest p-Scisty to:
Es[c(Fs)] < BEps[E(DUS,S — D)] < %z*.
Poniewaz w 2’gim etapie placimy A razy wiecej
to nasz koszt wynosi fZ*.

Sumaryczny koszt wynosi wiec (a + B)Z*.




Problemy addytywne

Theorem 3 (Pal 1 Tardos 03, Mettu 1 Plaxton "00)
Istnieje 3-aproksymacyjny 5.45-Scisty algorytm dla
problemu lokalizacji fabryk.

Corollary 4 Istnieje 8.45-aproksymacyjny algorytm
dla sotchastycznego problemu lokalizacji fabryk w
modelu czarnej skrzynki.




Pokrycie wierzchotkowe

Theorem 5 (Gupta, Pal, Ravi i Sinha "04)
Istnieje 2-aproksymacyjny 6-Scisty algorytm dla
problemu pokrycia wierzchotkowego.

Corollary 6 Istnieje 8-aproksymacyjny algorytm
dla sotchastycznego problemu pokrycia
wierzchotkowego w modelu czarnej skrzynki.




Las Steinera

Theorem 7 (Gupta, Kumar, Pal i Roughgarden "03)
Istnieje 2-aproksymacyjny 3-Scisty algorytm dla
problemu lasu Steinera.

Corollary 8 Istnieje 5-aproksymacyjny algorytm
dla sotchastycznego problemu lasu Steinera w
modelu czarnej skrzynki.




Metoda prymalnodualna

Primal Dual

min ¢’ x maxy'b
Ax > b yTA <!
x>0 y >0

Theorem 9 (Staba dualnos¢) Dla dowolnej pary
rozwigzan (x,y), mamy y'b < c'x.

Theorem 10 (Silna dualnos¢) Jezeli istnieje jedno
rozwiqzania optymalne to istnieje drugie 1

(y*)Tb _ CTX*.




Metoda prymalnodualna

Rozwazmy problem pokrycia wierzchotkowego
w grafie G = (V, E). Mozemy dla niego zapisaé
relaksacje programu liniowego:

min Z CoXp,
veV

Y x,>1 VYeeckE,

vee

Xy > 0 Vo e V.




Metoda prymalnodualna

Program dualny ma postac:

max Z Ve,

ecE

Y ye<c, Yoev,
ecd(v)

Ye > 0 Ve € L.

Jezeli uda nam sie ograniczy¢ ) ., x, przez p )_, Y. to:

Y x,<p) y.<pVC—LP—OPT < pVC —OPT.

-p.37/44



Metoda prymalnodualna

W metodzie prymalnodualnej zaczynamy od
x =01y =0.

Zwiekszamy powoli y’eki az jakas nierOwnos¢
jest spelniona z rownoscia.

Dla tej spelnionej nieréwnosci zwiekszamy
wartosc x.

Mozna rozumiec ten schemat jako kupowanie
x’Ow za y’ki.




Metoda prymalnodualna

Algorytm:
m zainicgjalizuj x =0, y =,
N dOp()kl E # %
+ wybierz dowolny niepusty zbiér E’ C,
¢+ podnies vy, dla kazdego e € E’ do osiagniecia
jakiejs rownosci,
¢+ niech S bedzie zbiorem wierzchotkéw dla
rownych nierdwnosci,
¢ przypisz x, = 1 dla kazdego v € S oraz
usun krawedzie sasiednie z S z E.

m zwr6¢ A = {v:x, = 1}.




Metoda prymalnodualna

Rozwigzania prymalne x jest poprawne.

Kazda krawedz zostanie usunieta a wiec dla
kazdej z nich istnieje sasiedni wierzchotek o
X, = 1.

Rozwiazanie dualne y jest poprawne.

Zadne ograniczenie nie jest przekroczone, bo w
momencie otrzymania rOwWnosci usuwamy
krawedzie nalezace do tego ograniczenia.




Metoda prymalnodualna

Mamy teraz:

-Ee-L( L)

veEA veEA \e€cd

Jak ustaliliSmy ¢, to mieliSmy réwnos¢.

_Z( Y- 1)ye<2-;ye.

ecE \veAnNe

Ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze krawedz
ma dwa konce.




Metoda prymalnodualna

Cwiczenie...

Uogolnic¢ tqa metode do stochastycznego
pokrycia wierzchotkami w modelu
wielomianowym.




Metoda prymalnodualna

Rozwazmy problem pokrycia wierzchotkowego
w grafie G = (V, E). Mozemy dla niego zapisaé
relaksacje programu liniowego:

min Z CoXy —I—Zpk Z CoXk,vs

veV veV
va+2xk,021 Vk, e € Ey,
vee vee

Xo, Xko = 0 Vk,veV.




Metoda prymalnodualna

Program dualny ma postac:

maxz Z Yk e,

k BEEk

Z Yke < pkc’; Vk,v eV,

ecd(v),ecEy
Z Z Yke < Cy VO EV,

k e€d(v),ecEy
Yre > 0 Vk,e € Ey.
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