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1 Funkcje potencjatu

Mamy dang liste jednokierunkowsa ze wskaznikiem na poczatek tej listy. Zalézmy, ze lista ma w danej chwili
dhugoéé £. Definiujemy na liScie nastepujace operacje:

e Insert(z): wstawienie elementu x na koniec listy; koszt operacji to £+ 1;
o Access(x): dostep do elementu z; jesli x jest na miejscu i-tym, to koszt jest réwny i;

e Delete(x): skasowanie elementu x; koszt jak w przypadku operacji Access(z).

REORGANIZACIA LISTY. Wejdcie dla problemu sklada si¢ z sekwencji operacji Insert, Access i Delete.
Bezposrednio po operacji Insert(z) lub Access(z) mozna za darmo przesunaé¢ x na dowolne miejsce blizej
poczatku listy. Nastepnie mozna dokonaé¢ platnych zamian: zamiana dwéch sasiednich elementéw kosz-
tuje 1. Nalezy zminimalizowaé¢ sumaryczny koszt wszystkich operacji.

Algorytm MTF (MOVE-TO-FRONT) po kazdej operacji Access(z) czy Insert(x) przenosi x (za darmo) na
poczatek listy.

Twierdzenie 1.1 ([ST85]). Algorytm MTF jest 2-konkurencyjny.

Dowéd. Ustalmy dowolng sekwencje wejéciowa o o dlugoéci m. Bedziemy $ledzi¢ dzialanie algorytmu opty-
malnego OPT i algorytmu MTF na tej sekwencji i poréwnywaé ich koszty. W tym celu zdefiniujemy nastepujaca
funkcje potencjatu.

Inwersja jest to para elementow x i y, taka, ze x pojawia sie przed y w lidcie algorytmu MTF, ale po y w
liscie algorytmu OPT. Potencjal w kroku ¢, oznaczany przez ®(t¢) definiujemy jako liczbe inwersji w kroku ¢.
Zauwazmy, ze P jest zawsze nieujemne, a jesli MTF i OPT zaczynaja od takich samych list (np. od pustych) to
®y = 0. Udowodnimy, ze w dowolnym kroku 1 < ¢ < m zachodzi

MTF(t) + ®(t) — ®(t —1) < 2-Op1(t) — 1 (1.1)

Jesli zsumujemy powyzsza nieréwnosé po wszystkich krokach ¢ otrzymamy MTF(o)+®(m)—®(0) < 2-OpT(0)—
m, czyli MTF(0) < 2- OPT(0).

W pozostatej czesci dowodu pokazemy nieréwnosé (1.1). Zauwazmy, ze dowolny krok ¢ mozemy podzieli¢ na
dwie akcje:

1. Algorytmy MTF i OPT placa za zadanie wystepujace w kroku t. Nastepnie MTF dokonuje ewentualnej
(darmowej) zamiany i OPT dokonuje swojej (ewentualnej) darmowej zamiany.

2. OPT dokonuje swoich ptatnych zamian.

Dla kazdej akcji z osobna udowodnimy, ze (1.1) zachodzi.

Dowéd dla drugiej akcji jest tatwy. Niech P oznacza liczbe ptatnych zamian wykonywanych przez algorytm
OpT, tj. OpT = P. Kazda taka zamiana sasiednich elementéw powoduje wzrost potencjalu o co najwyzej 1.
Zatem calkowity wzrost potencjatu A® zwiagzany z ta akcja jest ograniczony z géry przez koszt OPT.

Dla pierwszej akcji, rozpatrujemy trzy przypadki, ze wzgledu na typ zadania wystepujacego w kroku t. Niech
{ bedzie liczbg elementéw listy przed zadaniem w kroku ¢.

1. Zadanie Insert(z:). Rzeczywisty koszt dowolnego algorytmu jest identyczny i réwny
MTF(t) = OPT(t) = ¢+ 1 .
Dodatkowo tworzone jest co najwyzej A®(t) < £ nowych inwersji. Zatem (1.1) jest spelniona.

2. Zadanie Access(z;). Niech A bedzie liczba elementéw, ktére poprzedzaja z; w liscie MTF i liscie OPT.
Niech B bedzie liczba elementow, ktére poprzedzaja z; w liScie MTF, ale wystepuja po x; w lidcie OPT.
Wtedy mamy

MTr(t) = A+B+1, Opr(t) > A+1.

Jaki jest koszt i zmiana potencjalu zwiazana z reorganizacja listy? Zgodnie z zalozeniem algorytmy MTF
i OpPT dokonuja darmowych zamian. Przy przesuwaniu z; na poczatek listy MTF usuwamy B inwersji i
wprowadzamy co najwyzej A nowych. Zatem zmiana potencjalu zwigzana z reorganizacja listy algorytmu
MTF jest ograniczona z gory przez A — B. Zatem

MTF(t) + AD(t) < 2A+1 < 2-0pT(t) — 1



3. Z@danie Delete(z;). Przyjmijmy identyczne oznaczenia jak w poprzednim podpunkcie. Wtedy réwniez
zachodzi MTF = A+ B+ 1 oraz OpT > A + 1. Po tym zadaniu nie ma mozliwosci wykonania darmowych
zamian. Usuniecie x; z list powoduje usuniecie B inwersji i nie powoduje utworzenia dodatkowych.

W kazdym z trzech powyzszych przypadkéw udowodnilidmy, ze (1.1) zachodzi tez dla pierwszej akcji. [ ]

2 Funkcje pracy

Mamy dany graf z odleglosciami miedzy kazda para wierzcholkéw zadanymi przez funkcje d() spelniajaca
warunek tréjkata. W tym grafie przechowujemy jeden egzemplarz duzego niepodzielnego pliku o rozmiarze
D>1

PRZENOSZENIE PLIKU (file migration). Dany jest ciag wierzchotkéw v;, ktére chca odwolaé sie do (frag-
mentu) pliku w kolejnych krokach. Jesli w kroku ¢ plik jest w wierzcholku wu, to algorytm placi za to od-
wolanie d(v;,u). Nastepnie algorytm moze przenie$é plik do dowolnego wierzchotka u', placac D - d(u,u’).
Nalezy zminimalizowaé¢ sumaryczny koszt.

W tym rozdziale przedstawimy technike nazywana funkcja pracy (work function), ktéra wykorzystamy do
konstrukcji optymalnego algorytmu zrandomizowanego dla grafu dwuwierzchotkowego.

Do prezentacji tej techniki, wygodniej jest korzystac¢ z innego opisu algorytmu: opisu rozktadowego. Mianowi-
cie zamiast okresla¢, ze algorytm przenosi plik z pewnym prawdopodobienstwem, bedziemy definiowa¢ algorytm
przez jego rozklad prawdopodobienstwa nad mozliwymi stanami. W przypadku problemu przenoszenia pliku,
w kroku t bedziemy okresla¢ jaki jest rozklad prawdopodobienistwa pozycji pliku.

Wierzcholki naszego grafu oznaczymy przez a i b. Bez straty ogélnosci mozemy zaltozy¢, ze odleglos¢ miedzy
a ibwynosi 1. W kazdym kroku bedziemy okresla¢ rozklad u; taki rozklad oznacza, ze algorytm ma plik w a z
prawdopodobienstwem p(a) a w b z prawdopodobienstwem (b)) =1 — u(a).

Zauwazmy, ze jesli algorytm ma w kroku t rozklad p, a odwolanie jest w wierzcholtku a, to w wartosci
oczekiwanej algorytm placi za to odwolanie p(a)-04 pu(b) -1 = p(b). Musimy teraz pokazaé, ze przejscie miedzy
dwoma rozkladami da si¢ wykonaé i okresli¢ jaki jest koszt takiego przejscia.

Lemat 2.1. Dla grafu dwuwierzcholkowego (a,b) z d(a,b) = 1 i dwdch rozkladdw prawdopodobienstwa u i ',
koszt przejscia pomiedzy nimi wynosi D - |u(a) — /' (a)|.

Dowéd. Zalézmy, ze mamy zrandomizowany algorytm, ktéry po przeczytaniu pewnego fragmentu wejscia ma
plik w wierzcholtku a z prawdopodobienstwem p(a) i w wierzchotku b z prawdopodobienstwem p(b).

Jesli ¢/ (a) = u(a), to algorytm nie przenosi pliku, zwiazany z tym koszt jest réwny zero i teza twierdzenia jest
spelniona. W przeciwnym przypadku, bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze pu(a) > p'(a). Wtedy strategia
dla algorytmu jest nastepujaca:

e jesli plik jest w b, nic nie réb,

pa)—p'(a)

e jesli plik jest w a, przenies go do b z prawdopodobienstwem p = (@)

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo ze algorytm skonezy z plikiem w wierzchotku a wynosi u(a)- (1 —p) = p/(a),
a wiec otrzymalidémy zadany rozklad prawdopodobienstwa. Oczekiwany koszt, jaki ponidst nasz algorytm wynosi
p-pa) D =D-(u(a) - p'(a)). u

Funkcje pracy (work functions) sa technika, ktéra czesto pozwala na konstrukeje algorytméw online osiagaja-
cych optymalne wspo6lezynniki. Idea polega na tym, ze w kazdym kroku ¢ dla dowolnego stanu x obliczamy wy (),
koszt optymalnego rozwiazania widzianej do tej pory sekwencji, ktére konczy dziatanie w stanie z. Funkcje w,
nazywamy funkcja pracy w kroku ¢; indeks ¢t bedziemy zawyczaj pomijaé.

Oczywista wlasnocia funkcji w jest: OPT(0) = min, w|,|(x). Warto zwréci¢ uwage, ze cho¢ koszt optymalnego
rozwiazania na dowolnym prefiksie wejscia o dlugosci £ jest réwny min we(z), to optymalny algorytm nie musi
by¢ (a czesto nie moze by¢) optymalny na kazdym z prefikséw. Jednak w analizie algorytméw mozemy (i
bedziemy) zakladaé, ze koszt OPT w danym kroku ¢ jest réwny min, wy(x) — ming, w_q(x).

Zaleznos¢ miedzy funkcja pracy a kosztem optimum prowadzi do pomystu, ze algorytm powinien przebywaé
mozliwie najczesciej w stanie, ktory minimalizuje funkcje w. Jesli jednak tak zdefiniujemy algorytm, to zazwyczaj
adwersarz jest w stanie wygenerowaé sekwencje, w ktorej to minimum zmienia sie czesto i algorytm placi duzo
za zmiane stanow.



Przy algorytmach zrandomizowanych mozna sobie z tym poradzi¢, zmieniajac stan z malym prawdopodo-
biefistwem. Ta idea jest podstawa algorytmu EDGE. Zdefiniujmy przesuniecie g := w(b) — w(a). Zauwazmy, ze
jesli algorytm optymalny moze skoficzyé z pewnym kosztem w(a) w wierzchotku a, to moze skoneczy¢ z kosztem
co najwyzej w(a) + D w wierzchotku b (moze wziaé strategie koficzaca w a i na samym koncu przenie$é plik
do b). Dlatego tez w(b) < w(a) + D i zatem z symetrii wynika, ze g € [—D, D].

Algorytm EDGE ustala pewien rozklad prawdopodobienstwa na podstawie wartosci g, mianowicie

_D+yg

D—g
:u(a) L 2D )

w(b) := 5D - (2.1)

Twierdzenie 2.2 ([CLRW97]). Algorytm EDGE jest (24 55)-konkurencyjny na grafach dwuwierzchotkowych.

Dowé6d. Dowdd jest tak naprawde klasyczng analiza zamortyzowana, cho¢ nie napiszemy bezposrednio funkcji
potencjalu. Po pierwsze obliczymy jakie sa koszty EDGE i OPT w zaleznosci od zmiany g. Po pierwsze zauwazmy,
ze jesli g sie zmienia, to zmienia si¢ o 1 i wtedy zwiazany z tym oczekiwany koszt przenosin pliku to D - % = %

Bez straty ogélnosci, mozemy zalozyé, ze g jest nieujemne, czyli w(b) > w(a). Rozpatrzmy pare przypadkéow:

1. Jesli odwolanie jest w a i g < D, to g zwicksza si¢ o 1. W efekcie EDGE placi u(b) za zadanie i 1/2 za
przenosiny pliku, za§ OPT nie ptaci nic.

2. Jedli odwolanie jest w a i g = D, to g nie zmienia sie. Zauwazmy, ze w takim przypadku p(a) =1 1 zatem
EDGE nie ptaci nic. OPT réwniez nic nie ptaci.

3. Jedli odwolanie jest w b i g =0, to jest tak samo jak gdyby odwolanie bylo w a (patrz przypadek 1).

4. Jesli odwolanie jest w bi g > 0, to g zmniejsza si¢ o 1. W efekcie EDGE placi u(a) za zadanie i 1/2 za
przenosiny pliku, za$ OPT placi 1.

Zobaczmy teraz jak wygladaja koszty w zaleznosci od zmiany |g|:
1. Jesli |g| si¢ nie zmienia, to nic si¢ nie dzieje.

2. Jedli |g| rosnie o 1, to E[EDGE] =1 — 5%, a OpT = 0.

3. Jedli |g| maleje o 1, to E[EDGE| = 1 + 5%, a OpT = 1.

Zauwazmy, ze trudny jest przypadek 2, bo wtedy OPT = 0. Zrobmy zatem nastepujacy eksperyment myslowy:
W momencie kiedy |g| sie zmniejsza (np. z = + 1 do x) oprécz placenia za faktyczny oczekiwany koszt EDGE
odlozmy dodatkowo kwote, ktéra zapewni nam, ze bedziemy mogli zaplacié za zwiekszenie |g| od = do x + 1.
Oznacza to, ze zamortyzowany koszt w momencie zmniejszenia sie |g| to (1— 45 )+ (1+ 5% ) = 2+ 555, natomiast
zamortyzowany koszt w momencie zwigkszenia si¢ |g| to 0. Zatem konkurencyjno$¢ wynosi 2 + %.

Poniewaz zaczynamy od maksymalnej mozliwej wartosci |g|, tj. od D, na poczatku nie musimy mieé¢ odlozonej
zadnej kwoty. [ |

3 Programowanie liniowe

ONLINE SET COVER [AAAO03]. Dane jest skoficzone uniwersum . Dana jest réwniez m-elementowa
rodzina F podzbioréw U pokrywajaca cale U. Dla kazdego ze zbioréw S € F, cg > 1 oznacza jego koszt.
Wejscie sktada sie z ciggu elementow eq, eq, e3, . ... Po kazdym elemencie musimy wypisa¢ podzbiér F po-
krywajacy wszystkie widziane dotychczas elementy. Generowany ciag podzbioréw F musi by¢ wstepujacy,
tj. mozemy tylko dodawaé zbiory do rozwiazania, a nie wyrzucac.

W tej czesci przedstawimy jak rozwiazaé¢ utamkowy wariant tego problemu. Oznacza to, ze nasze rozwiazanie
w kazdym kroku jest funkcja x : F — [0, 1] (bedziemy pisaé¢ xg zamiast z(S)) i wymagamy, zeby dla kazdego
juz widzianego elementu e; zachodzilo 3 53¢, s 2 1. Oczywiscie znowu zakladamy, ze generowane przez nas
rozwigzanie jest ,monotoniczne”, tj. ulamkowe czesci zbioréw mozemy tylko dodawaé do rozwiazania ale nie
usuwaé z niego.



Wariant offline tego problemu (gdy mamy z gory dane k elementéw ey, . .., e do pokrycia) jest rozwiazywalny
w czasie wielomianowym, gdyz mozemy napisaé¢ odpowiedni program liniowy, oznaczany nizej przez (Py). Nasz
algorytm online nie bedzie go jednak rozwiazywac, lecz postugiwaé sie posrednio jego nieréwnosciami.

zminimalizuj E cs-Tg

SEeF

z zachowaniem ograniczen: E rs > 1 Vigi<k
S>e;
zg >0 vSe]—'

Zauwazmy, ze dobrym rozwiazaniem programu (Fp) jest wziecie xg = 0 dla kazdego S. Takie rozwiazanie ma
oczywiscie koszt 0. Naszym celem jest generowanie monotonicznych rozwiagzan kolejnych programéw liniowych
(P1), (Py),(Ps),..., tak zeby ich wartosci byly odpowiednio male.

W tym celu napiszemy dualny program liniowy (Dy), tworzac dla i-tego réwnania » S3e, £s 2 1 zmienna y;.
W przypadku tego problemu program dualny bedzie stuzy¢ nam tylko do analizy, ale czesto jest on tez elementem
algorytmu.

zmaksymalizuj Z Yi

1<i<k

z zachowaniem ograniczen: E i < Cg Vser
e, €S
yi =0 Vigi<k

Zauwazmy, ze warto$¢ optymalnego rozwiazania dla (Dg) jest réwniez réwna zeru. Bedziemy teraz konstruowaé
ciag rozwiazan ukladéw (F;) i (D;) taki, ze prawdziwe sa nastepujace kluczowe warunki.

W1. Rozwigzanie dla (P;) spelnia wszystkie ograniczenia (P;).

W2. AP; < 2-AD;, gdzie AP; jest przyrostem kosztu rozwiazania P; w stosunku do kosztu rozwiazania P;_.
AD; definiujemy analogicznie.

W3. Rozwiazanie dla (D;) przekracza ograniczenie uktadu (D;) co najwyzej o czynnik O(logm).

Lemat 3.1. Jesli algorytm generuje rozwigzania ukliadéw (P;) i (D;) zgodne z warunkami W1, W2 oraz W3,
to jego konkurencyjno$é wynosi 2 - O(logm) = O(logm).

Dowdéd. Wystarczy pokazaé, ze dla kazdego kroku k warto$é rozwigzania ukladu (Py) (oznaczmy ja przez P)
jest mniejsza niz 2 - O(logm) - OPTg, gdzie OPTy jest wartodcia rozwiazania optymalnego po k-tym kroku.
Zadana konkurencyno$¢ wynika bezposrednio ze ztozenia dwoch zaleznoéci:
k k
Py =) AP, <) 2-AD;=2-Dj ,
i=1 i=1

D; < O(logm) - OPTy, [ |

Opiszemy teraz algorytm dla kroku k autorstwa Buchbindera i Naora [BN09b, BN09a] Zauwazmy, ze w
programie (P) pojawil si¢ nowy warunek )¢ e, s 2 1 odpowiadajacy koniecznosci pokrycia elementu ey.
Natomiast w programie (Dj) pojawila sie nowa zmienna y, poczatkowo réwna 0 i zmodyfikowane zostaly
wszystkie warunki Zeie s¥i < cs, w ktérych zbiér S zawiera wymagany od teraz element e. (Po lewej stronie
tych warunkéw pojawila sie wartos$é yg.)

Cheemy teraz zmodyfikowaé juz istniejace rozwigzanie dla (Pg—1) i (Dg—1). Dopéki » ¢, x5 < 1 wykonu-
jemy nastepujace dwie operacje:

1. Dla kazdego S takiego, ze e, € S wykonujemy zg «— (1+ Ag) - x5 + Bs.
2.y =y +1

Zeby lepiej zrozumie¢ istniejace zaleznosci, wartoéci Ag i Bg dobierzemy pézniej. Zauwazmy jednak juz teraz,
ze zeby zminimalizowa¢ wielko$¢ generowanego rozwiazania ukladu (Dy) iteracji powinno byé malo, a zatem Ag
i Bg powinny by¢ duze. Z drugiej strony chcemy poréwnywaé wzrosty rozwiazan (Py) i (Dg) i zatem chcemy,
zeby Ag i Bg byly male.



Twierdzenie 3.2. Istnicjg wartosci Ag i Bg dla ktorych powyzszy algorytm speinia warunki W1, W2 oraz W3.

Dowéd. Warunek W1 zachodzi trywialnie. Wykonywana petla nie psuje juz spetnionych warunkéw, tylko stara
sie poprawié¢ sytuacje Y 53¢, £s < 1. Poniewaz w kazdym kroku petli algorytm zwigksza kazda ze stojacych po
lewej stronie réwnania wartosci s co najmniej o Bg, po skoficzonej liczbie iteracji otrzymamy ) g, s > 1.

Dla warunku W2 zauwazmy, ze w kazdej iteracji petli warto$é rozwiazania uktadu (Dy) zwigkszana jest o 1,
natomiast na zwigkszenie wartosci rozwigzania ukladu (Py) wplywa zwigkszenie wartosci zg dla zbioréw S,
takich ze ey, € S. Zatem zmiana w wartosci rozwiazania ukladu (Pj) wynosi

ZCS'ACUS: ZCS'(AS'-TS+BS)<CS'(AS+m'BS) ,
Soey, S>ex

gdzie nieréwno$é wynika z tego, ze przed aktualizacja zachodzilto > $3¢, £s < 1 oraz z tego, ze liczba réznych
zbioréw do ktérych nalezy e, wynosi co najwyzej m. Wybierajac Ag = 1/cg, za§ Bs = 1/(m - c¢g) otrzymujemy
zadana zaleznosé » g, cs - Azg < 2.

Pozostaje udowodnié¢ warunek W3. Przyjrzyjmy sie dowolnemu warunkowi e;esYi < cs (dla dowolnego S €
F) z programu (Dy). Pokazemy, ze jest on przekroczony co najwyzej O(logm) razy, czyli zachodzi ZeiGS Y <
¢s - O(logm). Zauwazmy, ze w momencie, w ktérym wzrasta dowolny y; wchodzacy w sklad lewej strony tego
warunku to algorytm zwieksza tez xg stosujac przypisanie

1 1
$s<—<1+)-x5+ .
Ccs m:-Cg

Warto$é xg przed zwigkszeniem byla mniejsza od 1, a zatem po zwiekszeniu jest mniejsza niz (1+1)-1+1 = 3.
Oznacza to, ze rg nigdy nie przekroczy wartosci 3. Prosta indukcja mozna pokazaé, ze po ¢ zwiekszeniach

wartoéci xg zachodzi
¢
1
(1+2) - 1]
cs

log(3m + 1)
g T )
Z Yi s log(1+1/c¢s)

1
3>xrg=—
m

A zatem biorgc ¢ = Zeies Yi, otrzymujemy

= O(cg -logm) . [ |
e, €S

4 Klasyfikuj i wybierz losowo

W tym rozdziale zajmiemy si¢ podproblemem routingu, tj. wyborem tras. Dla uwagi ustalmy pewien graf
G = (V,E). Wejscie dla problemu routingu sklada si¢ z par (s;,t;), a dla kazdej takiej pary algorytm musi
wybraé¢ w grafie G jaka$ Sciezke P; laczacy s; z t;. Interpretacja tego procesu jest taka, ze na wejsciu pojawiaja
sie zadania nawiazania potaczenia telefonicznego z s; do t;, a algorytm wybiera trase, po ktérej ma sie¢ to
odbywaé. Zakladamy, ze kazda krawedZ ma okreslona przepustowosé.

DoPUSZCZANIE POLACZEN. Kazde zadanie (s;,%;) algorytm moze przyjaé (i wybraé Sciezke P;) albo
odrzuci¢. Obcigzenie dowolnej krawedzi musi by¢ nie wigksze od jej przepustowosci. Celem jest maksyma-
lizacja liczby przyjetych potaczen.

Poniewaz maksymalne zyski osiagane przez algorytmy sa ograniczone, bedziemy zajmowaé sie tylko Scisle
konkurencyjnymi algorytmami. Co wiecej, w tej czesci rozpatrzymy przypadek prostego grafu: N wierzchotkow
numerowanych od 0 do N — 1 potaczonych w linie. Wszystkie N — 1 krawedzi ma przepustowo$¢ 1. Taki graf
nazywamy N-linia. Wybor $ciezki w takim grafie jest jednoznaczny, wiec algorytm decyduje tylko, czy potaczenie
przyjaé czy odrzucié.

Twierdzenie 4.1. Dowolny deterministyczny algorytm online dla dopuszczania potgczen na N -linii ma wspot-
czynnik konkurencyjnosci co nagmniej N — 1.

Dowé6d. Na poczatku adwersarz chce polaczenia miedzy wierzchotkiem 1 a N. Jesli algorytm odrzuci to po-
taczenie, to adwersarz konczy sekwencje: optymalny zysk jest réwny 1, a zysk algorytmu jest réwny 0. Jesli
algorytm przyjmie to polaczenie, to adwersarz zada polaczenia migdzy wszystkimi N — 1 parami sasiadujacych
wierzchotkéw. Wtedy zysk algorytmu to 1, a zysk optymalnego rozwiazania to przyjecie tych NV —1 polaczen. H



Rozwazmy zatem nastepujacy zrandomizowany algorytm dla dopuszczania polaczen na N-linii. Dla uprosz-
czenia zalozymy, ze N = 2*. Niech e; bedzie krawedzia powodujaca rozbicie linii na dwie linie réwnej dtugoéci,
kazdej posiadajacej 28~! wierzchotkéw i niech E; = {e;}. Nastepnie niech €21, €2,2 sa krawedziami ktére dziela
te dwie linie na potowy réwnej dtugosci (kazda o ok—2 wierzchotkach), a Ey = {e2,1, €2,2}. Nastepnie postepujemy
rekurencyjnie otrzymujac ,dzielace” zbiory Eq, Es, Es, ... Ey. Krawedzie ze zbioréw E; nazywamy krawedziami
poziomu i.

Moéwimy, ze potaczenie nalezy do poziomu i, jesli

i =min{E; NE" # 0} ,
j

gdzie F’ jest zbiorem krawedzi na Sciezce okreslajacej polaczenie. Innymi stowy potaczenie nalezy do poziomu 4,
jedli nie zawiera krawedzi z poziomu i — 1, ale zawiera krawedzie z poziomu 7.

Algorytm CRS (CLASSIFY-AND-RANDOMLY-SELECT): Wybierz losowo (z jednostajnym rozkladem)
poziom * € {1,2,...,log N}. Nastepnie akceptuj tylko polaczenia z poziomu i* i tylko jesli nie
koliduja z juz zaakceptowanymi potaczeniami.

Twierdzenie 4.2 ([ABFR94]). Algorytm CRS jest [log N|-konkurencyjny.

Dowdéd. Dla uproszezenia zalozymy, ze N = 2% i pokazemy, ze algorytm jest log N-konkurencyjny. Zauwazmy
najpierw, ze jesli wszystkie potaczenia w sekwencji wejSciowej nalezalyby do jednego poziomu j, to zachtanne
przyjmowanie tych polaczei byloby optymalng strategia. Zeby to pokazaé, zauwazmy, ze krawedzie poziomu
j — 1 1 pozioméw wyzszych dzielg nasza linie na kawalki, z ktérych kazdy zawiera dokladnie jedna krawedz
poziomu j. Dowolne polaczenie poziomu j zawiera sie catkowicie w ktéryms$ z tych kawalkow i jednoczesnie
zawiera nalezacg do tego kawaltka jedyna krawedz poziomu j. Zatem dla danego kawalka optymalny algorytm jest
w stanie zaakceptowaé co najwyzej jedno potaczenie zawarte w tym kawalku. Jednoczednie algorytm zachlanny
tez je zaakceptuje.

Teraz niech ¢; bedzie liczba potaczen z poziomu i, ktére sa mozliwe jednoczesnie do zaakceptowania. Wtedy
7 powyzszej obserwacji wynika, ze

log N
E[CRS(0)] = Z Pr[CRS wybiera poziom 7] - ¢; .

i=1

Niech o; oznacza liczbe polaczen z poziomu i, ktére zaakceptowal OPT. Oczywiscie o; < ¢; (nieréwno$é pojawia
sie jesli polaczenia z réznych pozioméw koliduja ze soba). Zatem

log N 1 1
E > 10 = : .
[CRS(0)] ; og N 0 og N OpT(0)

Mozna rozszerzy¢ dowod na dowolne IV, niekoniecznie bedace potega dwdjki, otrzymujac teze twierdzenia. M

Literatura

[AAA03] Noga Alon, Baruch Awerbuch, and Yossi Azar. The online set cover problem. In Proc. of the 35th
ACM Symp. on Theory of Computing (STOC), pages 100-105, 2003.

[ABFR94] Baruch Awerbuch, Yair Bartal, Amos Fiat, and Adi Rosen. Competitive non-preemptive call control.
In Proc. of the 5th ACM-SIAM Symp. on Discrete Algorithms (SODA), pages 312-320, 1994.

[AGLR94] Baruch Awerbuch, Rainer Gawlick, Frank T. Leighton, and Yuval Rabani. On-line admission control
and circuit routing for high performance computing and communication. In Proc. of the 35th IEEE
Symp. on Foundations of Computer Science (FOCS), pages 412-423, 1994.

[Bar96] Yair Bartal. Distributed paging. In Dagstul Workshop on On-line Algorithms, pages 97-117, 1996.

[BN09a]  Niv Buchbinder and Joseph Naor. The design of competitive online algorithms via a primal-dual
approach. Foundations and Trends in Theoretical Computer Science, 3(2—-3):93-263, 2009.

W tej definicji zakladamy, ze istnieje poziom 0 nie zawierajacy zadnych krawedzi.



[BNO9D)

[BS89]

[CLRW97]

[Ira91]

[KP95]

[LRWY99)

[STS5]

[Tar85]

Niv Buchbinder and Joseph (Seffi) Naor. Online primal-dual algorithms for covering and packing.
Math. Oper. Res., 34:270-286, 2009. Also appeared in Proc. of the 15th ESA, pages 689-701, 2005.

David L. Black and Daniel D. Sleator. Competitive algorithms for replication and migration pro-
blems. Technical Report CMU-CS-89-201, Department of Computer Science, Carnegie-Mellon Uni-
versity, 1989.

Marek Chrobak, Lawrence L. Larmore, Nick Reingold, and Jeffery Westbrook. Page migration
algorithms using work functions. Journal of Algorithms, 24(1):124-157, 1997. Also appeared in
Proc. of the 4th ISAAC, pages 406-415, 1993.

Sandy Irani. Two results on the list update problem. Information Processing Letters, 38(6):301-306,
1991.

Elias Koutsoupias and Christos H. Papadimitriou. On the k-server conjecture. Journal of the ACM,
42(5):971-983, 1995. Also appeared in Proc. of the 26th STOC, pages 507-511, 1994.

Carsten Lund, Nick Reingold, Jeffery Westbrook, and Dicky C. K. Yan. Competitive on-line algori-
thms for distributed data management. SIAM Journal on Computing, 28(3):1086-1111, 1999. Also
appeared as On-Line Distributed Data Management in Proc. of the 2nd ESA, pages 202-214, 1994.

Daniel D. Sleator and Robert E. Tarjan. Amortized efficiency of list update and paging rules.
Communications of the ACM, 28(2):202-208, 1985.

Robert E. Tarjan. Amortized computational complexity. SIAM Journal on Algebraic and Discrete
Methods, 6(2):306-318, 1985.



	1 Funkcje potencjalu
	2 Funkcje pracy
	3 Programowanie liniowe
	4 Klasyfikuj i wybierz losowo

