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Motywacja

Sposoby �radzenia sobie� z problemami NP-trudnymi

Aproksymacja (dla problemów optymalizacji),

FPT (parametryzacja),

szczególne klasy egzemplarzy problemu,

heurystyki

A nawet je±li dziaªaj¡, to oferuj¡ pewien kompromis:

S¡ szybkie, ale...

niedokªadne,

tylko gdy parametr maªy,

tylko gdy egzemplarz specjalny,

niewiele wiadomo na pewno o tym, co algorytm zwraca
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Aproksymacja (dla problemów optymalizacji),
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szczególne klasy egzemplarzy problemu,

heurystyki

Niestety, te metody maj¡ swoje ograniczenia

Dla wiele wa»nych problemów nie ma dobrych wielomianowych
algorytmów aproksymacyjnych, o ile P 6= NP (np: TSP, kolorowanie,
klika)

Wiele problemów parametryzowanych jest NP-trudnych (kolorowanie)
lub W[1]-trudnych (klika)

Nie zawsze egzemplarz nale»y do szczególnej klasy
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Ten wykªad jest o...

Ten wykªad jest o

algorytmice bez kompromisów ;)
tzn. dany problem NP-trudny chcemy po prostu rozwi¡za¢ i d¡»ymy do jak
najlepszego asymptotycznego czasu pesymistycznego (dla dowolnych
egzemplarzy).
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Mój pierwszy algorytm wykªadniczy

De�nicja

Niech G b¦dzie grafem nieskierowanym. Zbiór I ⊆ V jest niezale»ny, gdy
»adne dwa wierzchoªki I nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ w G .

Problem

Egzemplarz:

Graf nieskierowany G = (V ,E ). Oznaczenie: n = |V |, m = |E |.
Problem:

Znale¹¢ zbiór niezale»ny I w G , t.». je±li J ⊆ V jest niezale»ny, to |I | ≥ |J|.

Algorytm

Dla ka»dego z 2n podzbiorów V sprawd¹ w czasie O(n + m) czy jest on
niezale»ny; zapami¦taj najwi¦kszy znaleziony zbiór.
Czas: O((n + m)2n); pami¦¢: wielomianowa.
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Motywacja - cd.

B¦dziemy bada¢ jak bardzo mo»emy poprawi¢ algorytmy brutalne.

W przypadku wi¦kszo±ci problemów nie liczymy na algorytm 2o(n): np.
gdyby taki algorytm istniaª dla problemu najliczniejszego zbioru
niezale»nego, to SNP ⊆ SUBEXP (zdanie znacznie sªabsze ni»
P = NP, ale równie» powszechnie uwa»ane za nieprawdziwe).

Je±li zamiast algorytmu O(2n) u»yjemy algorytmu
O(1.189n) = O(2n/4), oznacza to (z grubsza) »e dysponuj¡c tym
samym sprz¦tem mo»emy rozwi¡zywa¢ egzemplarze 4 razy wi¦ksze.
Zauwa»my, »e 16-krotne przyspieszenie sprz¦tu oznacza (z grubsza),
»e mo»emy rozwi¡zywa¢ egzemplarze wi¦ksze o 4 wierzchoªki.

Cel: poda¢ algorytm o zªo»ono±ci O(cn), dla c mo»liwie maªego.
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Absurdy zªo»ono±ci asymptotycznej

Wiemy, »e

(n + m)2n = o(2.0001n),

n1002n = o(2.0001n),

nlog n2n = o(2.0001n).

Dlatego wprowadzimy nast¦puj¡c¡ notacj¦:

de�nicja

f (n) = O∗(g(n)), gdy f (n) = p(n)g(n) dla pewnego wielomianu p.

np (n + m)2n = O∗(2n), n1002n = O∗(2n).
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Algorytmy brutalne

Przypomnienie

Problem L jest w NP, gdy istnieje relacja R(x , y) taka, »e

R ∈ P,
istnieje wielomian m taki, »e dla ka»dego (x , y) ∈ R jest |y | ≤ m(|x |),
L = {x : istnieje y takie, »e (x , y) ∈ R}.

Algorytm

Rozwa»my nast¦puj¡cy algorytm decyduj¡cy, czy x ∈ L:

1: for each y ∈ {0, 1}∗, |y | ≤ m(x) do
2: if (x , y) ∈ R then

3: return TRUE
4: return FALSE

Czas: O∗(2m(x)), pami¦¢: wielomianowa.
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Algorytmy brutalne: przykªady

SAT

Problem: Dla danej formuªy logicznej o n zmiennych znale¹¢
warto±ciowanie speªniaj¡ce.
Algorytm: O∗(2n).

k-kolorowanie

Problem: Dla danego grafu G i liczby k ∈ N, znale¹¢ k-kolorowanie
wierzchoªkowe G , o ile istnieje.
Algorytm: O∗(2log kn) = O∗(kn).

Cykl Hamiltona

Problem: Dla danego grafu G znale¹¢ cykl Hamiltona, o ile istnieje.
Algorytm: O∗(2n log n) = O∗(nn); O∗(n!).
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Technika: rozgaª¦zianie (branching)
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny, ponownie

Oznaczenia

S¡siedztwo N(v) = {x : vx ∈ E},
Domkni¦te s¡siedztwo N[v ] = N(v) ∪ {v}.

Algorytm przez rozgaª¦zianie, v1.0

procedure MIS(G )

1: if |V (G )| ≤ 1 then
2: return |V (G )|
3: v ← dowolny wierzchoªek G .
4: if deg(v) = 0 then
5: return 1 + MIS(G − v)
6: else

7: return max{MIS(G − v), 1 + MIS(G − N[v ])}
�eby znale¹¢ moc najliczniejszego zbioru niezale»nego, uruchamiamy
MIS(G ). (�atwo przerobi¢ ten algorytm, aby zwracaª odpowiedni zbiór.)
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Analiza zªo»ono±ci czasowej

Niech D b¦dzie drzewem rekurencyjnych wywoªa« procedury MIS. D ma
wierzchoªki trzech rodzajów:

li±cie,

wierzchoªki posiadaj¡ce dokªadnie 1 syna (redukuj¡ce),

wierzchoªki posiadaj¡ce ≥ 2 synów (rozgaª¦ziaj¡ce),

Obserwacja

Liczba wszystkich w¦zªów drzewa D jest ograniczona przez wielomian od
liczby li±ci D.

Wniosek

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu MIS wynosi O∗(`), gdzie ` jest liczb¡ li±ci D.
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Analiza zªo»ono±ci czasowej

Szacujemy liczb¦ li±ci T (n):

T (n) ≤ T (n − 1) + T (n − 2)

T (0) = T (1) = 1

a wi¦c T (n) = Fn+1 = O(1.62n).

Wniosek

Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu MIS v1.0 wynosi O(1.62n).
(Dlaczego nie O∗(1.62n)?)
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny, ponownie

Oznaczenia

S¡siedztwo N(v) = {x : vx ∈ E},
Domkni¦te s¡siedztwo N[v ] = N(v) ∪ {v}.

Algorytm przez rozgaª¦zianie, v2.0

procedure MIS(G )

1: if |V (G )| ≤ 1 then
2: return |V (G )|
3: v ← dowolny wierzchoªek G .
4: if deg(v)≤ 1 then
5: return 1 + MIS(G − v)
6: else

7: return max{MIS(G − v), 1 + MIS(G − N[v ])}
Poprawno±¢: Je±li deg(v) = 1 to istnieje najliczniejszy zbiór niezale»ny,
który zawiera v .
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MIS v2.0: Analiza zªo»ono±ci czasowej

T (n) ≤ T (n − 1) + T (n − 3)

T (0) = T (1) = 1

Jak to rozwi¡za¢???
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Rozwi¡zywanie rekurencji

Powiedzmy, »e dla s, ri ∈ R, k = O(1) mamy rekurencj¦ w rodzaju:

T (s) =
k∑

i=1

αiT (s − ri ); T (s) = 1 dla s ≤ max
i

ri .

Poka»emy przez indukcj¦, »e T (s) ≤ λs , dla pewnego λ > 0.
Baza indukcji: dla 0 ≤ s ≤ maxi ri OK.
Krok indukcyjny. Z zaªo»enia indukcyjnego:

T (s) ≤
k∑

i=1

αiλ
s−ri

A wi¦c wystarczy pokaza¢, »e
∑k

i=1 αiλ
s−ri ≤ λs co jest równowa»ne

1−
k∑

i=1

αiλ
−ri

︸ ︷︷ ︸
f (λ)

≥ 0
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Rozwi¡zywanie rekurencji

1−
k∑

i=1

αiλ
−ri

︸ ︷︷ ︸
f (λ)

≥ 0

limx→0+ f (x) = −∞

limx→+∞ f (x) = 1

czyli f ma dodatnie miejsce zerowe.

czyli nierówno±¢ jest speªniona je±li λ jest najwi¦kszym dodatnim
miejscem zerowym f .
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Rozwi¡zywanie rekurencji

Wniosek

Je±li, dla s, ri ∈ R, k = O(1), mamy rekurencj¦ w rodzaju:

T (s) =
k∑

i=1

αiT (s − ri ); T (s) = 1 dla s ≤ max
i

ri .

to

T (s) ≤ λs ,
gdzie λ jest najwi¦kszym dodatnim miejscem zerowym funkcji

f (x) = 1−
k∑

i=1

αix
−ri

(Te miejsca zerowe ªatwo obliczamy na komputerze (bisekcja/R/matlab itp)
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MIS v2.0: Analiza zªo»ono±ci czasowej

T (n) ≤ T (n − 1) + T (n − 3)

T (0) = T (1) = 1

Jak to rozwi¡za¢???

Wniosek

Algorytm MIS v2.0 dziaªa w czasie O(1.4656n).
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny, ponownie

Algorytm przez rozgaª¦zianie, v3.0

procedure MIS(G )

1: if maxv∈V (G) deg(v) ≤ 2 then
2: Znajd¹ rozwi¡zanie w czasie wielomianowym i zwró¢ je.

3: v ← wierzchoªek o maksymalnym stopniu w G .
4: return max{MIS(G − v), 1 + MIS(G − N[v ])}

T (n) ≤ T (n − 1) + T (n − 4)

Wniosek

Algorytm MIS v2.0 dziaªa w czasie O(1.3803n).
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k-SAT

Problem

Egzemplarz:

Formuªa logiczna ϕ w postaci k-CNF o n zmiennych, tzn.

φ = C1 ∧ C2 ∧ . . .Cm,

Ci = (li ,1 ∨ li ,2 ∨ . . . ∨ li ,k),

li ,j = xk lub li ,j = ¬xkdla pewnego k ∈ {1, . . . , n}

Problem:

Czy ϕ speªnialna, tzn. czy istnieje warto±ciowanie v : {x1, . . . xn} → {0, 1}
takie »e ϕ|v = 1.
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k-SAT: algorytm

Rozwa»amy uogólnione formuªy, w których literaªy mog¡ by¢ staªymi 0 i 1.

Algorytm [Monien, Speckenmeyer 1985]

procedure SAT(ϕ)

1: while ϕ zawiera klauzul¦ C , która zawiera literaª 1 do
2: Usu« klauzul¦ C z ϕ

3: while ϕ zawiera klauzul¦ C , która zawiera literaª 0 do
4: if C ma tylko 1 literaª return FALSE else Usu« literaª 0 z C

5: if ϕ jest pusta then
6: return TRUE
7: C ← dowolna klauzula w ϕ; C = `1 ∨ . . . ∨ `p.
8: return

SAT(ϕ|`1=1) ∨ SAT(ϕ|`1=0,`2=1) ∨ . . . ∨ SAT(ϕ|`1=0,`2=0,...,`p−1=0,`p=1)

Zapis ϕ|xi = 1 lub ϕ|¬xi = 0 oznacza, »e w caªej formule ϕ literaªy xi
zast¦pujemy 1, a ¬xi zast¦pujemy 0; podobnie dla ϕ|xi = 0 lub ϕ|¬xi = 1
literaªy xi zast¦pujemy 0, a ¬xi zast¦pujemy 1;
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k-SAT: analiza

T (n) ≤ max{T (n − 1),

T (n − 1) + T (n − 2),

T (n − 1) + T (n − 2) + T (n − 3),
...

T (n − 1) + . . .+ T (n − k)}

Uwaga: �eby oszacowa¢ T (n) wystarczy rozwi¡za¢ ka»d¡ rekurencj¦
osobno i wybra¢ najszybciej rosn¡c¡ z otrzymanych funkcji.

Wniosek

Przedstawiony algorytm dziaªa w czasie O∗(βn
k ), gdzie βk jest najwi¦kszym

dodatnim pierwiastkiem funkcji f (x) = 1−∑k
i=1 x

−i .
np. β3 ≈ 1.8393, czyli umiemy rozwi¡za¢ 3-SAT w czasie O(1.84n).
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k-SAT: troch¦ lepszy algorytm

naturalny pomysª: wybieramy zawsze najkrótsz¡ klauzul¦ C .

pocz¡tkowo mo»e si¦ zdarzy¢, »e |C | = k , ale wtedy w ka»dym z k

wywoªa« rekurencyjnych pojawi¡ si¦ krótsze klauzule.

je±li (gdzie± w ±rodku drzewa rekursji) oka»e si¦, »e wszystkie klauzule
maj¡ dªugo±¢ k , oznacza to, »e aktualna formuªa ϕ jest speªnialna
wtedy i tylko wtedy gdy wej±ciowa formuªa ϕ0 jest speªnialna. Wtedy
przerywamy rekurencj¦ i uruchamiamy algorytm na mniejszej formule
ϕ.

W ten sposób uruchomimy algorytm co najwy»ej n razy, za ka»dym
razem algorytm co najwy»ej raz rozgaª¦zia si¦ na formule rozmiaru k .

Wniosek [Monien, Speckenmeyer 1985]

Przedstawiony algorytm dziaªa w czasie O∗(βk−1
n), gdzie βk jest

najwi¦kszym dodatnim pierwiastkiem funkcji f (x) = 1−∑k
i=1 x

−i .
Czyli umiemy rozwi¡za¢ 3-SAT w czasie O(1.62n).
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Uwaga notacyjna

Cz¦sto wygodnie jest u»ywa¢ poj¦cia wektora rozgaª¦zienia.

Je±li algorytm wykonuje ` wywoªa« rekurencyjnych oraz przy i-tym
wywoªaniu rozmiar problemu redukuje si¦ o co najmniej ri , to tej sytuacji
odpowiada wektor rozgaª¦zienia (r1, r2, . . . , r`).

Np. w ostatnim algorytmie mo»liwe wektory rozgaª¦zienia to (1, 2), . . . ,
(1, 2, . . . , k − 1).

Dla danego wektora (r1, r2, . . . , r`) de�niujemy jego czynnik pracy

λ(r1, . . . , r`) jako najwi¦ksze dodatnie miejsce zerowe funkcji
f (x) = 1−∑l

i=1 x
−ri .

Wniosek

Algorytm przez rozgaª¦zienia ma zªo»ono±¢ O∗(λn), gdzie λ jest
najwi¦kszym czynnikiem pracy dla mo»liwich wektorów rozgaª¦zienia.
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Zliczanie maksymalnych zbiorów niezale»nych

De�nicja

Zbiór I ⊆ V jest maksymalnym zbiorem niezale»nym w G = (V ,E ), gdy
nie istnieje zbiór niezale»ny J ! I .

Problem

Egzemplarz:

Graf nieskierowany G = (V ,E ). Oznaczenie: n = |V |, m = |E |.
Problem:

Znale¹¢ liczb¦ maksymalnych zbiorów niezale»nych w G .
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Zliczanie maksymalnych zbiorów niezale»nych

Algorytm

procedure #MIS(G )

1: if |V (G )| = 0 then
2: return 1
3: v ← wierzchoªek minimalnego stopnia w G .
4: Niech v0 = v oraz N(v) = {v0, . . . , vdeg(v)}.
5: return

∑deg(v)
i=0 #MIS(G − {v0, . . . , vi} − N[vi ])

Poprawno±¢:
Albo v jest w maksymalnym zbiorze niezale»nym,
albo v nie jest w maksymalnym zbiorze niezale»nym, ale v1 jest,
albo v , v1 nie s¡ w maksymalnym zbiorze niezale»nym, ale v2 jest,
. . .

albo v , v1, . . . , vdeg(v)−1 nie s¡ w maksymalnym zbiorze niezale»nym,
ale vdeg(v) jest,
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# MIS: analiza

Je±li deg(v) = 0 to nie ma rozgaª¦ziania.

Je±li deg(v) = d ≥ 1 to wektor rozgaª¦zienia (d + 1, . . . , d + 1︸ ︷︷ ︸
d+1 razy

).

λ(d , . . . , d︸ ︷︷ ︸
d razy

) = d1/d .

d
dx x

1/x = 1−ln(x)
x2

x1/x ,

czyli x1/x ma maksimum dla x = e, dla x > e maleje.

tymaczasem 21/2 ≈ 1.41 oraz 31/3 ≈ 1.44.

Wniosek [Moon, Moser 1965]

Graf o n wierzchoªkach ma co najwy»ej 3n/3 zbiorów niezale»nych. Mo»na
je wszystkie wypisa¢ w czasie O∗(k), gdzie k jest liczb¡ tych zbiorów.
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(3,2)-CSP (Problem speªnialno±ci wi¦zów)

Nast¦puj¡cy problem jest wspólnym uogólnieniem problemu 3-kolorowania i
problemu 3-SAT.

Problem

Egzemplarz:

Zbiór zmiennych V oraz zbiór C wi¦zów postaci (v , a, u, b), gdzie v , u ∈ V

oraz a, b ∈ {1, 2, 3}.
Dla danego kolorowania c : V → {1, 2, 3} mówimy, »e wi¦z (v , a, u, b) ∈ C

jest naruszony, gdy c(v) = a oraz c(u) = b; w przeciwnym przypadku jest
speªniony.

Problem:

Znale¹¢ kolorowanie c : V → {1, 2, 3} takie, wszystkie wi¦zy z C s¡
speªnione.

CSP = Constraint Satisfaction Problem
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(3,2)-CSP: Przykªad����yyyy�������� ��yy�����������yy������������yyyy��������yyyy��������� ����������yy����yyyyEgzemplarz Rozwi¡zanie

(Ilustracje pochodz¡ z: Beigel, Eppstein 3-coloring in time O(1.3289n).)
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3-kolorowanie jako (3,2)-CSP �y�������y������ ��yy������ �y����
Egzemplarz 3-kolorowania Egzemplarz (3, 2)-CSP.
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3-SAT jako (3,2)-CSP�y �������������y�������� ��yy��(x1 x2 x3)

(¬x1 x3 x4) (x1 x2 x4)
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Redukowanie zmiennych z dwoma dozwolonymi kolorami

Lemat o dwóch kolorach

Je±li egzemplarz (3, 2)-CSP zawiera zmienn¡, dla której s¡ tylko 2
dozwolone kolory, to mo»na znale¹¢ równowa»ny egzemplarz zawieraj¡cy o
jedn¡ zmienn¡ mniej.

Dowód ��yy��yy�������� ��yy��������yy������������ ����yyyy�������y������ ��yy�������� ��yy��������yy������������ ����yyyy�������y������
Oryginalny egzemplarz → Nowy egzemplarz.
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Nieciekawa reguªa rozgaª¦ziaj¡ca

Rozwa»my dowolne dwa wierzchoªki pojawiaj¡ce si¦ w pewnym wi¦zie.

1 2

3

1 2

3

3

1 2

1 2

1 2

3

Z lematu o dwóch kolorach to daje wektor rozgaª¦zienia (2, 1), czyli
algorytm o zªo»ono±ci O(1.62n).

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 12-13.03.2010 33 / 61



Ciekawa reguªa rozgaª¦ziaj¡ca
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Z lematu o dwóch kolorach to daje wektor rozgaª¦zienia (2, 2, 2, 2), czyli
algorytm o zªo»ono±ci O(4n/2) = O(2n).
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Ciekawa reguªa rozgaª¦ziaj¡ca
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ale: je±li istnieje rozwi¡zanie, to pojawia si¦ ono w dokªadnie dwóch z
czterech gaª¦zi! Jak to wykorzysta¢?

Randomizacja!
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Z prawdopodobie«stwem 1/4 wybieramy jeden z 4 mniejszych egzemplarzy.
Z prawdopodobie«stwem 1/2 tra�amy.
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(3, 2)-CSP: Randomizowane rozgaª¦zianie

Taka próba dziaªa w czasie wielomianowym.

Pr[Próba znajdzie rozwi¡zanie je±li istnieje]= (12)
n/2 = 2−n/2.

Pr[Próba nie znajdzie rozwi¡zania je±li istnieje]= 1− 2−n/2.

Wykonujemy 100 · 2n/2 prób. Je±li »adna próba nie zwróciªa
rozwi¡zania, odpowiadamy, »e rozwi¡zanie nie istnieje.

Pr[�adna próba nie znajdzie rozwi¡zania je±li istnieje]
= (1− 2−n/2)100·2

n/2 ≤ e−100.

Je±li rozwi¡zanie nie istnieje, algorytm zawsze zwraca poprawn¡
odpowied¹.

Wniosek [Beigel, Eppstein 2005]

Istnieje algorytm Monte-Carlo, który rozwi¡zuje problem (3, 2)-CSP w
czasie O∗(2n/2) z dowolnie maªym (jednostronnym) prawdopodobie«stem
bª¦du.
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: dwie nowe reguªy redukuj¡ce

Oznaczenie: α(G ) = rozmiar najliczniejszego zbioru niezale»nego w G .

Dominowanie

Je±li N[w ] ⊆ N[v ] (�v dominuje w �) to α(G ) = α(G − v).

Dowód

W szczególno±ci vw ∈ E . Je±li v jest w pewnym najliczniejszym zbiorze
niezale»nym I to w 6∈ I , a wi¦c I − {v} ∪ {w} jest zbiorem niezale»nym o
tej samej mocy. Czyli zawsze istnieje najliczniejszy zbiór niezale»ny, który
nie zawiera v .
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: dwie nowe reguªy redukuj¡ce

Zwijanie wierzchoªków stopnia 2

Niech deg(v) = 2, N(v) = {x , y} i zaªó»my, »e v nie dominuje x ani y .
Niech G ′ b¦dzie grafem, który powstaje z G przez:

usuni¦cie v , x , y ,

dodanie nowego wierzchoªka xy ,

dodanie kraw¦dzi od xy do ka»dego w ∈ (NG (x) ∪ NG (y)) \ {v}
Wtedy α(G ) = 1 + α(G ′)

v

x y

p q r s

xy

p q r s

Dowód: Zauwa»my, »e xy 6∈ E (G ).
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: dwie nowe reguªy redukuj¡ce

v

x y

p q r s

xy

p q r s

Dowód: Zauwa»my, »e xy 6∈ E (G ).
Niech I ′ b¦dzie najliczniejszym zbiorem niezale»nym w G ′.

Je±li xy ∈ I ′ to I ′ \ {xy} ∪ {x , y} jest niezale»ny w G .

Je±li xy 6∈ I ′ to I ′ ∪ {v} jest niezale»ny w G .
St¡d, α(G ) ≥ α(G ′)− 1.

Niech I b¦dzie najliczniejszym zbiorem niezale»nym w G .

Je±li x , y ∈ I to I ∪ {x , y} jest niezale»ny w G ′.
Je±li x 6∈ I lub y 6∈ I to bez straty ogólno±ci v ∈ I , x , y 6∈ I . Wtedy
I \ {v} jest niezale»ny w G ′.
St¡d, α(G ′) ≥ α(G ) + 1, czyli α(G ) ≤ α(G ′)− 1.
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: mierz i zwyci¦»aj

Algorytm przez rozgaª¦zianie, v4.0

procedure MIS(G )

1: if |V (G )| ≤ 1 then
2: return |V (G )|
3: if ∃v ,w : N[w ] ⊆ N[v ] then
4: return MIS(G − v)
5: else if ∃v : deg(v) ≤ 1 then
6: return 1 + MIS(G − N[v ])
7: else if ∃v : deg(v) = 2 then
8: G ′ ← graf po zwini¦ciu v ,
9: return 1 + MIS(G ′)

10: v ← wierzchoªek maksymalnego stopnia w G .
11: return max{MIS(G − v), 1 + MIS(G − N[v ])}

Przypomnijmy: zªo»ono±¢ czasowa to O∗(λ(1, 4)n) = O(1.381n).
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: mierz i zwyci¦»aj

Obserwacja

Wierzchoªki stopnia ≤ 2 znikaj¡ w czasie wielomianowym. W jaki± sensie
� ju» ich nie ma�.

Nowa analiza tego samego algorytmu

Pomysª:
Wierzchoªki stopnia deg(x) ≤ 2 b¦d¡ miaªy wag¦ w(x) = 0,
wierzchoªki stopnia deg(x) ≥ 3 b¦d¡ miaªy wag¦ w(x) = 1,
wtedy rozmiar egzemplarza µ(G ) =

∑
v∈V w(v).

dla deg(v) = 3:
Wszsytkie wierzchoªki w gra�e maj¡ stopie« 3! A wi¦c:
W egzemplarzu G − v pojawi¡ si¦ 3 wierzchoªki stopnia ≤ 2.

Czyli mamy czynnik pracy λ(4, 4) = 21/4 = 1.19 (a nawet lepszy...)

dla deg(v) ≥ 4: mamy czynnik pracy λ(1, 5) = 1.33.

Wniosek: Czas O(1.33µ(G)) = O(1.33n), bo µ(G ) ≤ n.
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Wniosek: Czas O(1.33µ(G)) = O(1.33n), bo µ(G ) ≤ n.
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: mierz i zwyci¦»aj

Co tu si¦ staªo? Wprowadzili±my now¡ miar¦ rozmiaru

egzemplarza, która pozwoliªa lepiej mierzy¢ post¦p, jaki wykonuje
algorytm w jednej z gaª¦zi (a nawet obu) w przypadku gdy
deg(v) = 3, który byª �w¡skim gardªem�.

Id¹my dalej tym tropem. Aktualne w¡skie gardªo: wierzchoªek v
stopnia deg(v) = 4.

Ka»dy wierzchoªek w gra�e stopnia 3 lub 4.
W¡skie gardªo: v ma 4 s¡siadów stopnia 4; w egzemplarzu G − v ich
stopnie malej¡ do 3.
Obserwacja: Wierzchoªek stopnia 3 ju» niedªugo mo»e sta¢ si¦ stopnia
2 i znikn¡¢! Powinni±my to uwzgl¦dni¢ w µ(G ): takie wierzchoªki
powinny mie¢ wag¦ α ∈ (0, 1).
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: mierz i zwyci¦»aj

Dostajemy:
dla deg(v) = 3 czynnik pracy λ(4α, 4α) = 21/(4α)

dla deg(v) = 4 czynnik pracy λ(1 + 4min{α, 1− α}, 1 + 4α)
dla deg(v) ≥ 5 czynnik pracy
λ(1 + α#3, 1 + α#3 + (deg(v)−#3)) ≤ λ(1, 6) = 1.2852, gdzie #3

oznacza liczb¦ s¡siadów v stopnia 3, nierówno±¢ zachodzi dla α ≥ 1

2
,

poniewa» λ(a, b) ≤ λ(c, d) dla a + b = c + d , min{a, b} ≥ min{c, d}.

Aby zwijanie wierzchoªka v o s¡siadach x i y nie zwi¦kszaªo rozmiaru
egzemplarza, chcemy, »eby w(xy) ≤ w(v) + w(x) + w(y). Poniewa»
w(xy) ≤ 1 oraz 2α ≤ w(v) + w(x) + w(y), wystarczy, »eby 1 ≤ 2α.
Obliczamy czynniki pracy dla wszystkich α ∈ (0, 1) z krokiem np
0.0001.
Wychodzi, »e dla α = 0.7259 mamy
λ(4α, 4α) ≈ λ(1 + 4min{α, 1− α}, 1 + 4α) ≈ 1.2697.
Wniosek: czas O(1.2852n).
Co tu si¦ staªo?

Jeszcze lepiej mierzymy post¦p algorytmu,
równowa»ymy czynniki pracy.
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: mierz i zwyci¦»aj

Idziemy dalej: wd = waga wierzchoªka stopnia d .

0 = w0 = w1 = w2 < w3 ≤ w4 ≤ w5 ≤ w6 ≤ w7+ = 1.

Nie rozwa»amy juz w7,w8, . . . osobno bo nie tam b¦dzie w¡skie gardªo.

Dla wierzchoªka stopnia d czynnik pracy
λ(wd + d mink≤d (wk − wk−1),wd + d · w3).
Albo dokªadniej: dla wierzchoªka v stopnia d , który...

... ma samych s¡siadów stopnia 3, czynnik pracy
λ(wd + d · w3,wd + d · w3 + [s¡siedzi s¡siadów]).
... ma samych s¡siadów stopnia d , czynnik pracy
λ(wd + d · (wd − wd−1),wd + d · wd + [s¡siedzi s¡siadów]).
... itd dla wszystkich mo»liwo±ci s¡siedztwa v (jest ich kilka tysi¦cy).

Problem: Jak optymalizowa¢ wagi gdy jest ich tak du»o?

local search (simulated annealing),
lub algorytm dokªadny: Eppstein Quasiconvex analysis of multivariate

recurrence equations for backtracking algorithms, TALG 2006
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Najliczniejszy zbiór niezale»ny: mierz i zwyci¦»aj

Twierdzenie [Fomin, Grandoni, Kratsch 2006]

Ten sam algorytm (odrobink¦ podkr¦cony) dziaªa w czasie
O(20.288n) = O(1.221n).
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Mierz i zwyci¦»aj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2003: TSP w grafach stopnia co najwy»ej 3, czas O∗(2n/3):

Rozwi¡zujemy ogólniejszy problem: dodatkowo dany zbiór kraw¦dzi F ,
które musz¡ pojawi¢ si¦ w cyklu Hamiltona. W trakcie dziaªania
algorytmu nowe kraw¦dzie s¡ dodawane do F .

Okazuje si¦, »e gdy G − F skªada si¦ wyª¡cznie z (rozª¡cznych) cykli
dªugo±ci 4 to problem mo»na rozwi¡za¢ wielomianowo. Niech C

b¦dzie zbiorem takich cykli.

Miara: µ(G ) = |V (G )| − |F | − |C |.
Jak to dziaªa:

Zamiast czynnika pracy λ(2, 2) = 21/2 mamy (3, 3) = 21/3
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które musz¡ pojawi¢ si¦ w cyklu Hamiltona. W trakcie dziaªania
algorytmu nowe kraw¦dzie s¡ dodawane do F .

Okazuje si¦, »e gdy G − F skªada si¦ wyª¡cznie z (rozª¡cznych) cykli
dªugo±ci 4 to problem mo»na rozwi¡za¢ wielomianowo. Niech C

b¦dzie zbiorem takich cykli.

Miara: µ(G ) = |V (G )| − |F | − |C |.
Jak to dziaªa:

Zamiast czynnika pracy λ(2, 2) = 21/2 mamy (3, 3) = 21/3

�ukasz Kowalik (UW) Algorytmy dokªadne... Warszawa, 12-13.03.2010 45 / 61



Mierz i zwyci¦»aj: Inne problemy, inne miary

Eppstein 2005: (4, 2)-CSP.
Problem podobny jak (3, 2)-CSP, ale mamy 4 kolory zamiast 3.

waga zmiennych, które maj¡ ≤ 2 dozwolone kolory w2− = 0.

waga zmiennych, które maj¡ 3 dozwolone kolory w3 = 1.

waga zmiennych, które maj¡ 4 dozwolone kolory w4 = 2− ε,
ε = 0.0955.

Czas: O(1.3645n3+(2−ε)n4), czyli O(1.3645n) dla (3, 2)-CSP oraz
1.8702n dla (4, 2)-CSP.
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Inne ciekawe wyniki korzystaj¡ce z metody �mierz i
zwyci¦»aj�

Najmniejszy zbiór dominuj¡cy O(20.61n) [Fomin, Grandoni, Kratsch 05]

Najmniejszy zbiór rozcyklaj¡cy (FVS) O(1.76n) [Fomin, Gaspers,
Pyatkin, Razgon 08]

Bandwidth O∗(4.83n) [Cygan, Pilipczuk 08]
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Technika: programowanie
dynamiczne (po podzbiorach)
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TSP (Problem komiwoja»era)

Problem

Egzemplarz:

Graf peªny G = (V = {1, . . . , n},E = {xy : x , y ∈ V , x 6= y}),
funkcja w : V 2 → R.

Problem:

Znale¹¢ w G cykl Hamiltona o najmniejszej mo»liwej wadze (sumie wag
kraw¦dzi).
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TSP (Problem komiwoja»era: algorytm)

Algorytm [Held, Karp 1962]

Dla dowolnego S ⊆ V oraz v ∈ V niech T [S , v ] b¦dzie najl»ejsz¡ ±cie»k¡,
która

Zaczyna si¦ w wierzchoªku 1,

odwiedza ka»dy wierzchoªek z S − {v},
ko«czy si¦ w v .

Wówczas:

T [{v}, v ] = w(1, v),

T [S , v ] = minx∈S−{v}(T [S − {v}, x ] + w(x , v)).

A wi¦c tablic¦ T mo»na wypeªni¢ w czasie O(n22n)

Nast¦pnie zwracamy min{T [{2, . . . , n}, j ] +w(j , 1) : j ∈ {2, . . . , n}}.

Wniosek

Problem TSP mo»na rozwi¡za¢ w czasie O(n22n) i pami¦ci O(n2n) .
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Liczba chromatyczna

k-kolorowanie

k-kolorowaniem grafu G = (V ,E ) nazywamy dowoln¡ funkcj¦
c : V → {1, . . . , k} tak¡, »e dla dowolnej kraw¦dzi xy ∈ E , c(x) 6= c(y).

Liczba chromatyczna

Liczb¡ chromatyczn¡ grafu G nazywamy najmniejsze k takie, »e istnieje
k-kolorowanie G i oznaczamy χ(G ) .

Problem

Egzemplarz:

Graf nieskierowany G = (V ,E ).

Problem:

Znale¹¢ χ(G ).
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Liczba chromatyczna: algorytm Lawlera

Obserwacja

Dla dowolnego grafu G istnieje χ(G )-kolorowanie G , w którym wierzchoªki
pomalowane pewnym kolorem tworz¡ maksymalny zbiór niezale»ny.

Algorytm [Lawler 1976]

1: χ[∅]← 0.
2: for each S ⊆ V w porz¡dku rosn¡cej mocy, do
3: χ[S ]← |S |.
4: for each I ⊆ S wygenerowanego przez algorytm #MIS(G [S ]) do
5: χ[S ]← min{χ[S ], 1 + χ[S − I ]}.
6: niezmiennik: χ[S ] = χ(G [S ]).
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Liczba chromatyczna: algorytm Lawlera � analiza

Ze wzoru dwumianowego Newtona:

n∑
k=0

(
n

k

)
3k/3 = (1 + 31/3)n < 2.4422n.

Zªo»ono±¢ czasowa

Algorytm Lawlera znajduje liczb¦ chromatyczn¡ w czasie O(2.4422n) i
pami¦ci O(2n). Wªa±ciwie, znajduje on liczby chromatyczne wszystkich
podgrafów indukowanych danego grafu.
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3-kolorowanie: algorytm Lawlera

Obserwacja

Mo»na sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, czy dany graf jest
2-kolorowalny (DFS).

Algorytm [Lawler 1976]

1: for each I ⊆ V wygenerowanego przez algorytm #MIS(G [S ]) do
2: if χ([G [V − I ]) ≤ 2 then
3: return �χ(G ) ≤ 3�

4: return �χ(G ) > 3�.

Wniosek

Powy»szy algorytm sprawdza, czy dany graf jest 3-kolorowalny w czasie
O∗(3n/3) = O(1.4423n) i pami¦ci wielomianowej. (�atwo go przerobi¢,
»eby zwracaª 3-kolorowanie.)
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Programowanie dynamiczne po dekompozycji drzewowej

Przypomnienie

Wiele problemów grafowych mo»na rozwi¡za¢ w czasie O∗(ctw(G)), gdzie c

jest staª¡, a tw(G ) oznacza szeroko±¢ drzewow¡ wej±ciowego grafu G .
(Patrz wykªad Dr. Daniela Marxa).
Np. najliczniejszy zbiór niezale»ny mo»na znale¹¢ w czasie O(2tw(G)n).

Twierdzenie [Lipton, Tarjan]

Je±li G jest grafem planarnym o n wierzchoªkach, to tw(G ) = O(
√
n).

Twierdzenie [Fomin, Høie]

Dla dowolnego ε > 0, je±li G jest grafem subkubicznym (o maksymalnym
stopniu wierzchoªka 3) i o n > f (ε) wierzchoªkach, to tw(G ) ≤ n

6 + ε.
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Programowanie dynamiczne po dekompozycji drzewowej

Wniosek

Najliczniejszy zbiór niezale»ny mo»na znale¹¢ w czasie i pami¦ci:

2O(
√
n) dla grafów planarnych,

O∗(2n/6) dla grafów subkubicznych.

Podobnie, dla grafów subkubicznych mo»emy dosta¢ algorytmy:

O∗(2n/6) dla problemu MAX-CUT.

O∗(3n/6) dla problemu minimalnego zbioru dominuj¡cego.
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Technika: Dziel (na wykªadnicz¡
liczb¦ egzemplarzy) i zwyci¦»aj
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TSP w pami¦ci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Poni»szy algorytm znajduje najl»ejsz¡ ±cie»k¦ prost¡ od s do t spo±ród
±cie»ek które odwiedzaj¡ wszystkie wierzchoªki A i »adnych innych. (Jak
zwykle, dla uproszczenia znajdujemy tylko wag¦ najl»ejszej ±cie»ki).

TSP(s, t, A)

1 Je±li s = t zwró¢ 0, je±li s 6= t i A = ∅, zwró¢ w(s, t).
2 Wygeneruj wszystkie podziaªy A na trzy rozª¡czne cz¦sci:

V = L ∪ {x} ∪ R , takie »e |L| = b|A− 1|/2c.

3 Dla ka»dego podziaªu oblicz TSP(s, x , L) + TSP(x , t, R).
4 Zwró¢ najmniejszy z obliczonych wyników.

T (n) = n

(
n − 1⌊
n−1
2

⌋) · 2 · T (⌈n − 1
2

⌉)
T (n) ≤ 2n·2·T

(⌈
n − 1
2

⌉)
≤ 2n·2·2n/2·2·2n/4·2 · · · = 22n·2log n = O∗(4n)
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TSP w pami¦ci wielomianowej [Bjorklund, Husfeldt 2005]

Waga najl»ejszego cyklu Hamiltona jest równa

min
j=2,...,n

TSP(1, j ,V \ {1, j}) + w(j , 1).

Wniosek

TSP mo»na rozwi¡za¢ w czasie O∗(4n) i pami¦ci wielomianowej.

Uwaga

Nikt nie umie lepiej, chyba »e wagi s¡ ograniczone (np. przez wielomian).
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Liczba chromatyczna w pami¦ci wielomianowej [B,H 2005]

Obserwacja

Rozwa»my dowolne k-kolorowanie grafu G = (V ,E ). Wtedy:
1 V = I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik , gdzie Ij s¡ zbiorami niezale»nymi.

2 Bez straty ogólno±ci najwi¦kszy zbiór Ij∗ jest maksymalnym zbiorem
niezale»nym.

3 Pozostaªe zbiory mo»na podzieli¢ na 2 rodziny, z których ka»da
pokrywa < |V |/2 wierzchoªków.

Algorytm

1 Dla ka»dego z 3n/3 kandydatów I na zbiór Ij∗ ...
2 Dla ka»dego podziaªu V − I na cz¦±ci A, B rozmiaru < |V |/2 ka»da,
3 Rekurencyjnie oblicz χ(G [A]), χ(G [B])

4 zwró¢ najmniejsz¡ spo±ród sum 1 + χ(G [A]) + χ(G [B]).
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Algorytm

1 Dla ka»dego z 3n/3 kandydatów I na zbiór Ij∗ ...
2 Dla ka»dego podziaªu V − I na cz¦±ci A, B rozmiaru < |V |/2 ka»da,

3 Rekurencyjnie oblicz χ(G [A]), χ(G [B])

4 zwró¢ najmniejsz¡ spo±ród sum 1 + χ(G [A]) + χ(G [B]).
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Liczba chromatyczna w pami¦ci wielomianowej [B,H 2005]

T (n) ≤ 3n/3 · 2n · T (n/2) = O((2 · 31/3)2n) = O(8.33n)

Wniosek

Liczb¦ chromatyczn¡ mo»na znale¹¢ w czasie O(8.33n) i pami¦ci
wielomianowej.

Uwaga

Mo»na lepiej, du»o lepiej: O(2.24n). Jak? Dowiemy si¦ w maju.
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